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Méthode des isopérimetres
Indice TS, TP 2 page 33

1. Il faut donc montrer que A1 B; = %AOBO (puisque le nombre de cotés du polygone double & chaque
fois).
Considérons le triangle AgByly. Nous savons que A; est le milieu de [Agly] et que By est le milieu
de [Bolp]. Aussi, d’apres le théoreme de la droite des milieux, nous savons que (A1B1)//(ApBy) et
A1By = %AOBO. Aussi, ces deux polygones ont bien méme périmetre. Par itération des constructions,
on en déduit que tous les polygones construits ont méme périmetre.

3. On peut conjecturer que la suite (hy,) est une suite croissante et que (ry,) est, elle décroissante. De
I'inégalition h, < 7, ont déduit que ses deux suites sont convergentes et on peut conjecturer que leur
limite est commune.

Partie B: Détermination de relations de récurrence

1. Le premier polygone étant un carré de périmetre 2, il s’ensuit que ses cotés sont de longueur 1/4, et
que OAy = % (par Pythagore).

2. (a) En utilisant le théoreme de la droite des milieux dans le triangle IAB, comme C est le milieu de
[IA] et D celui de [IB], on en déduit que CD = SAB.

(b) Nous allons montrer que le quadrilatere IDJC' est un losange. Pour ce faire, considérons le
triangle ATB. Nous savons que C' est le milieu de [T A] et J celui de [AB], donc nous déduisons
du théoréme de la droite des milieux que (CJ)//(IB) et que CJ = 1IB = ID.
De méme, toujours dans ce triangle I AB, nous avons D milieu de [AB] et J milieu de [AB], d’ou
nous déduisons que (DJ)//(IA) et DJ = 1IA = IC. Aussi, nous savons que le quadrilatere
IDJC a ses quatre cotés deux a deux paralléles donc c’est un parallélogramme. Comme de plus
le triangle IAB est isocéle en I, nous en déduisons que 1A = IB et donc, grace aux égalités de
longueurs précédentes, on en déduit que les cotés du parallélogramme IDJC sont égaux, d’ou
c’est un losange. Aussi, ses diagonales sont-elles perpendiculaires et se coupent en leur milieu.
Aussi, le milieu de [I.J] et de [C D] est-il le point K. On a donc bien K milieu de [I.J].

(¢) D’apres la construction précédente, nous savons que C' est un sommet du polygone P, ;1 et donc
Tn+1 = OC. Comme [C'D] est un coté de P,1, il s’ensuit que le cercle inscrit & P, 1 passe par
K le milieu de [CD]. On a ainsi r,,4+1; = OK.

3. Les points O, I, J et K étant alignés, puisque K est le milieu de I.J nous avons IJ = IK + KJ. Aussi,
Ol +0J=20J+JK+ KI=20J +2JK =20K.

Nous avons donc hy,11 = % (rn + hy).

4. Remarquons que les droites (OC) et (AI) sont perpendiculaires (puisque [OC] est un rayon du cercle
inscrit au polygone dont un coté est [AI]). Il s’ensuit alors par définition du carré scalaire que:

002 = 0¢.0¢ = o¢- (01 + 1) = 0¢ - 01 + 0C.. I

On a d(E> OTQ = O? . O_[> Comme K est le projeté orthogonal de C' sur (OI), il s’ensuit que
0C? = OK - Ol.



Jf. Culus M.131m. Analyse avancée
On peut aussi utiliser la relation de Chalses, avec 0?2 = O? . OA} = (O—I>( + ﬁ) . O_} = O—I% . O—} +

R . O_[> Or, comme [CD] est une corde du cercle de centre O passant par C, on en déduit que O
appartient a sa médiatrice; aussi, (OK) est perpendiculaire a (CD) et donc les vecteurs R et 07
sont orthogonau.

En calculant chacun de ces produits scalaires séparément, nous obtenons ’égalité r,% 11 ="Tn X hy.

Partie C: Encadrement de 7

1. En comparant donc les périmetres des cercles inscrits, circonscrit et du polygone lui-méme, nous
obtenons ’encadrement:
2h, < 2 < 27r,
1 1
- << R

Nous obtenons alors -

2. Compléter ’algorithme suivant:

Saisir p

n prend la valeur 0

h prend la valeur 1/4
r prend la valeur v/2/4

Tant que%—%>p
n prend la valeur n + 1
h prend la valeur 1/2(h + r)
r prend la valeur r(2h — 7).
Fin Tant que

Afficher 1

r?

1
Eet n.

Partie D: d’apres Capes 1991

1. Raisonnons par récurrence sur 'entier naturel n pour démontrer la propriété P(n): 0 < u, < upy1 <
Un41 < Up.
e Initialisation: Au rang n = 0, nous avons déja 0 < ug =a < vy =b. De uy = ‘%H’ > % = ag nous
déduisons que b > u; > ug. De méme, de vy = y/u; X vg nous déduisons que v; < vg = b.
Reste alors a comparer uy et vy.

) ) LTy V(o
v1—u1—M—U1—M(W_\/a>_\/%+\/E<O 1)_\/%—1—\/?1( 2 >>0

Il s’ensuit alors que v; > w1 et nous avons donc 0 < ug < u; < v1 < vo < b. Aussi, la propriété P(0)
est-elle vraie.

Hérédité Supposons la propriété P(n) vraie pour n > 0 et démontrons que P(n + 1) est vraie.

Nous avons déja t, 12 = u”“i;rv"“ > Upy1 > 0 et vyyo = \/M%WUWA+1 < \/U121+1 = Upt1-

Il reste donc a comparer v,4+2 €t Up42.

£V Un+2
v — U = U v — U = —F/—— (U — U
n+2 n+2 n+2 (\/ n+1 n+2) Unt1ty/Umta ( n+1 n+2)
o VUn+2 _ Up411+Un41
= Un+1 2
'Un+1+\/un+2

_ Un+1—Un+1
= (L) > 0

Nous en déduisons donc que vp12 > Upto, d'0U 0 < Upg1 < Upto < Unto < Unt1. Aussi, la propriété
P(n + 1) est-elle vraie.

e Conclusion: On en déduit finalement que Vn > 0, 0 < up < Upt1 < Upy1 < Up.
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2. Nous avons d’apres les inégalités de la question précédente, 0 < vp41 — Upy1 = \/TV-Z:L/% (vngun) <

Un —Un
7
Nous en déduisons alors, par itération, que 0 < v, — up, <

des gendarmes que (v, — uy) converge vers 0.

1

5w (Vo — up). En déduit alors du théoreme

3. Des questions précédentes, nous déduisons que la suite (u,) est croissante et que la suite (v,) est
décroissante et que la suite (v, — u,) est de limite nulle. Aussi, les suites (uy) et (v,) sont-elles
adjacentes: elles sont donc convergentes et ont méme limite. Soit alors £ leur limite commune.

4. La fonction x +— cos(x) étant strictement décroissante sur ]0; 3 [, elle réalise une bijection de ]O; g[
sur ]0; 1[. Aussi, puisque 0 < a < b, nous avons 0 < ¢ < 1, d’ou il existe un unique 6 € ]0; g[ tel que
7 = cosf.

5. Nous avons alors vg = b et up = a = bcos(f).

. 1
De méme, u; = “03% = o +2C°SQ) = bcos? (g) et v1 = Juivg = bcos (%)

6. Raisonnons par récurrence sur n > 1 pour démontrer ces formules.
Initialisation: La question précédente montre que la formule est vraie au rang n = 1.
Hérédité Supposons donc ces formules vraies au rang n et démontrons-les au rang n + 1.

1 i

AL 2

Or, comme cos(2a) = cos®(a) — sin?(a) = 2cos?*(a) — 1 nous obtenons que cos? (%) = COS(S)H. En

utilisant cette formule, nous obtenons que u,1 = bcos (g) ...CO8 (2%) cos? (2,}9“) ce qui correspond
bien & la formule recherchée.

; _ _ 0 0 0 L1
Par ailleurs, vp11 = \/tnt+1Un = bcos (5) ...COS (2—”) cos (W) Nous en déduisons alors que les deux
formules sont vraies au rang n + 1.

Conclusion: 11 s’ensuit que, pour tout entier naturel n > 1, nous avons les expressions

—peos (© 9 0 I —beos(? 9 i 9
Un = 0 COS B COS 52 ) COS on—1 COS on |’ Up = 0OCOS D) COS 22 ) . COS on—1 COS on

7. De la formule sin(2a) = 2cos(a)sin(a), par itération, nous déduisons la formule [],_, cos (%) =
sin(6)
n sin(in) ’

Formellement, il faut faire une récurrence ...

8. En remplacant dans la formule donnant ’expression de v,,, nous obtenons v,, = m

. si . . . .
9. Comme sin(0) = 0, dans # nous reconnaissons le taux d’accroissement de la fonction sin en 0.

Comme sin’ = cos, nous avons lim,_.q Smx(x) = cos(0) = 1.

sin /2"

10. Quand n — +oo0, 2% — 0. Aussi, de la question précédente, nous déduisons que = g 1. 1
s’ensuit alors que vy, — bSi+@ quand n — +o0o. Nous avons donc bien ¢ = 2529 Sig(e)_

11. Application: Probléme sur les méthodes isopérimétriques, TS Nous avions a = hy = 1/4 et
b=ry=2/4dol ¢ = % = @ d’ot1 § = 7. Il s’ensuit alors que la limite commune des suites (hy,)
bsin(w/4)

et (ry,) est i = % Aussi, la conjecture réalisée dans l'exercice de TS. est bien démontrée.



