Jf. Culus EC 211. Epistémologie

L’histoire de 7 : L’antiquité I

Solution

Partie I: Papyrus du Rhind

1. Soit D le diametre du cercle. Nous savons que ’aire du cercle est mR? o1 R est le rayon du cercle, soit R = % et donc
I’aire du cercle est “TD2. Ahmes propose d’approximer cette aire par celle du carré dont le coté est D — %D = %D.

. . . 2 2 . .
Aussi, propose-t-il d’approximer FDT par (%D)Q. Cela donne alors (1—96) comme approximation de .
L’erreur commise est alors inférieur & 2 x 1072.

2. Partons que \/g =0,886---. Aussi, puisque 0 < % < 1 nous en déduisons que —0.21 < a < 1.8. Comme a est un
entier naturel, il s’ensuit que a € {0,1}. Si a = 0, alors la meilleure approximation est obtenue pour b = 1. Sia = 1,

alors b < 0 et % =1- \/g d’ou b = # = 8.789. AUssi, b = 8 ou 9. En comparant ces fractions a la valeur de
\/§ nous en déduisons que la meilleure approximation rationnelle est % ce qui donne comme approximation pour 7

la valeur (1—96 ) 2.

Partie II: Méthode d’Archimede

A. Géométrie dans le polygone régulier.

1. On se place donc dans le plan euclidien. Soit ABC un triangle quelconque (non plat) et soit I le milieu de [BC].

Nous avons alors:
AB? = AB.AB? = (Al + IB).(Al + IB).

En développant ce produit nous obtenons alors: AB? = AI® + 9Al.TB + 182
On procede alors de méme avec AC? = AC.AC = (ﬁJr I?)(ﬂJr ﬁ) pour obtenir: AC? = AI? + ﬁ]?Jr IC2.
En sommant ces deux expressions, nous obtenons:

AB? 4 AC? = 2412 + 2AL(IB + IC) + I B? + IC2.

Comme [ est le milieu de [BC] nous obtenons alors B + IC=TctIB=1IC= 1 BC. 11 s’ensuit alors que:
1
AB? + AC? = 2AI° + 5BCQ.

2. Soit k un entier naturel vérifiant &k > 3.

(a) Nous avons évidemment R = OA = OB = OC. Le cercle inscrit dans ce polygone régulier est de méme
centre que le cercle circonscrit, soit O. De plus, le c6té [AB] du polygone doit étre tangent & ce cercle, ce qui
implique que le cercle inscrit est tangent en T' € [AB] tel que (OT) est perpendiculaire & [AB]. Or, le triangle
OAB est isocele en O, d’ou la hauteur est aussi médiane: on en déduit alors que T'= H et donc r, = OH.

(b) Le triangle C AB est isocele en C (car (OC) est la médiatrice de [AB]). 11 s’ensuit alors que AC = CB et que
I’angle géométrique AOC' est égale a la moitié de I'angle AOB. Or, AOB = 27” d’ou AOC = 3—2: c’est donc
bien le co6té d’un polygdne régulier convexe a 2k cotés (et dont (C) est le cercle circonscrit).

Le périmetre de ce polygdne serait alors 2kAC.

(c) Considérons I'homothétie de centre O et de rapport 5755 = 74g. Puisquune homothétie multiplie les
longueurs par son rapport, nous déduisons que l'image par cette homothétie du polygone a 2k cotés sera
un polygone régulier (car une homothétie conserve les angles) de périmetre 2.
Rappelons que rgf, représente le rayon du cercle inscrit au polygone que nous venons d’obtenir (i.e. un polygone
régulier convexe a 2k codtés ayant 2 pour périmetre). Dans le dessin initial, le cercle inscrit au polygone a 2k
cotés (et donc [AC] est 'un deux) est le cercle de centre O et de rayon OA’ (on utilise le fait que AOC' est un
triangle isocele en O; aussi (A’O) est perpendiculaire & (AC)). On obtient donc 7o en multipliant OA’ par
le rapport de I’homothétie précédente, d’ou ro = %. D’autre part, nous savons que le polygone convexe
régulier & k cotés (dont [AB] est 'un d’eux) est de périmetre 2. Or, ce périmetre est aussi k x AB d’olt nous

déduisons que k = %. Comme H est le milieu de [AB] il s’ensuit que k = ﬁ et donc en reportant dans la
précédente formule on a: rop = O‘ﬂ#.
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Plagons-nous dans le triangle rectangle AHC' (rectangle en H). Par le théoréeme de Pythagore, nous avons:
AC? = AH? + HC?. Or, nous constatons que HC = OC — OH = Ry, — 1 d’ot HC? = (R}, — 71,)%. D’autre
part, le triangle AHO étant rectangle en H nous avons par Pythagore: AH? + HO? = AO? ce qui implique
que AH? = OA%2 - HO? = Ri - ri. En reportant ces deux formules dans I’expression de AC? nous obtenons:

AC2 = Ri — 7‘]2€ + (Rk — ?"k)2 =2R;, —2Rpr,, donc AC = /2Ry X /R — 1.

Utilisons & présent la seconde formule de la médiane (cf. question 1.). A’ étant le milieu du segment [AC]
nous avons:

OA%2 +0C? =20A7 + Ac2

Soit encore 2R; = 204" + %(QRk (Rp —7%)) = 20A”% + R2 — Ryry. 1l s’ensuit alors que OA’ =/ M.
, \/R2—r2 Ryr
ro = ALOA — A XV +2 S = L(Ri 4 71)-

En appliquant toujours I’homothétie de centre O et de rapport

nous déduisons que Roy = kic = R AL Ac

k‘AC’
Rk\/zgz’c%rl’; =Ry w soit en passant au carré cette relation nous obtenons R2k = Rprog.
1 —2RgTr
L’homothétie de centre O et de rapport - transforme le cercle C de la figure en le cercle unité et il tranforme

aussi le polygone régulier convexe a k cotes en un polygone régulier convexe a k cotés dont le cercle circonscrit
est le cercle unité. Aussi, le demi-périmetre du polygone précédent (qui était 1) est transformé en £, = R%'

De méme en considérant I’homothétie de centre O et de rapport ik on transforme le cercle circonscrit au

1

polygone de la figure en le cercle unité: le demi-périmetre du polygone est alors transformé en Ly = et

Nous avons bien str: ﬁ =719 = (rk +Ry) = (le + i) D’autre part nous avons: é =R, =rop Ry, =

L%‘k X % ce qui donne fo, = /Lol
s 1

L’angle au centre est (HOA) = Z& = Z. Il s’ensuit alors que £}, = R%c =40 = %k% car AB = 2. Aussi

b = kf‘ = ksin(%). De méme nous avons Ly = 1k = ’g‘o‘l—g = ké—g = ktg(%).

B. Etude de suites auxiliaires
A partir de ce paragraphe, les candidats utiliseront librement leurs connaissances du programme de licence.

1. Si ag = by alors les deux suites sont constantes. On suppose donc que ag < bg.

2. Démontrons par récurrence sur n que a, < b,.

Cette inégalité est vraie au rang n = 0 puisque ag < bg par hypothese.

Supposons donc que, pour un entier naturel n on ait a,, < b,,. Alors a, 11 = %(an—i—bn) implique que a,, < ap41 < by
De méme a,y1 < byy1 = v/ant1by < b, ce qui nous permet de déduire que a,, < apy1 < bpy1 < b,. Comme
cette inégalité est vraie & tous les rangs n nous en déduisons que la suite (a,,) est croissante alors que la suite (by,)
décroit. De part 'inégalité a, < b, vraie & tous les rangs, nous déduisons que (a,) est une suite croissante et
majorée donc convergente (et de méme (b,,) est décroissante et minorée, donc convergente) Enfin, désignons par
L, et ¢, respectivement les limites des suites (ay,) et (b,). De la relation a,4+1 = f(an + by,), en passant a la limite
nous déduisons que ¢, = %(ﬁa + ¢;) d’ott nous tirons ¢, = ¢;,. Les deux suites sont alors bien adjacentes.

3. (a)

Calculons donc ,/%. On a: \/b ntdn — \/a"“ = L = 4,41. La suite (yn)nen vérifie donc bien la

n+1
relation de récurrence énoncée.

. ’ , . b 7 b2 1 S
De la relation de récurrence b, 1 = y/bpan4+1 on déduit que b,41 = 1/ "a%” = bp/ a”/% = Yp+1 d’apres
la précédente relation de récurrence établie.

Nous savons que v, = ‘Z—g (avec ag et by deux réels strictement positifs). Or, par hypothése on a: ag < by

d'om 0 < 32 =79 < 1. La fonction cos est strictement décroissante sur [0, 7]: elle réalise donc une bijection
de [0; /2] 5ur [0;1]. Aussi en déduisons-nous par le théoréme des valeurs intermédiaires (cette fonction étant
évidemment croissante) qu’il existe un unique réel « tel que cos(a) = .

ﬂ La formule de

On a alors par la précédente formule de récurrence vérifiée par la suite (v,) que y1 =
doublement de la fonction cosinus nous donne alors I'égalité v; = cos(§ ). De méme on a: by = byy; d’ou la

seconde formule.
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(c) Nous allons démontrer par récurrence que 7, = cos(g ), by, = 60#% et a, = bo%.

Ces formules sont vraies aux rangs 0 et 1. Supposons-les vraies au rang n fixé et démontrons-les au rang

n+ 1. On a déja par la formule de récurrence: 7,41 = \/%(1 +cos(a/2")) = cos(giyr). Ensuite, byy1 =

bpnYni1 = bO% x cos(a/2" 1) = #&%Ll) Enfin, de la formule an11 = byy1¥ne1 on déduit que
—b sin(a)
n+1 = 00 3nFTyg(q/an+1 -
sin(x)
x

tg(z)
x

= 1 ce qui nous permet de déduire que:

sin(«) af2m sin(«)
) - b 20

(d) On rappelk déja que limy_,o+ = lim,_ o+

«@ (a/27) ~ T

n—-+oo n—-+oo

lim a, = lim (bo

Les suites (a,) et (by,) étant adjacentes, on déduit que lim,, 1 b, = bo$~

C. Utilisation de ces suites pour établir la convergence vers 7.

1.

3.

On déduit que les suites (p,,) et (P,,) sont adjacentes car les suites (a,,) et (by,) le sont (et sont strictement positives).
Recherchons le réel o vérifiant v9 = cos(a). On a déja vy = % donc a = %. Il en résulte alors que la limite de ces

deux suites est bow = L. Aussi la limite des suites (p,) et (P,) est .

Procédons par récurrence. Déja au rang n = 0 nous avons: pg = %ﬁ =3sin(3) =lz3 et Py = 3v3 = 3tg(%) = L.
Supposons a présent que ces formules sont vraies jusqu’au rang n > 0 et démontrons-les au rang n + 1.

Pl = % L = 7 L d’apres la formule de récurrence obtenue pour L,. Il s’ensuit alors que
1 L3x2n+m 3y on+1
Poi1 = L3yon+1 et donc la formule est vraie au rang n + 1. On montre alors de méme que pp41 = /PnLrt1 =

/3xan Lgyont1 = l3yon+1 (par la formule 3.(b)). On a donc démontré, par le théoreme de la récurrence, que pour
tout entier naturel n, p,, = f3xon €t P, = L3xan.

Les suites (p,,) et (P,) sont donc des suites extraites des suites (¢,) et (L, ); il s’ensuit alors que ces suites (conver-
gentes) convergent vers la méme limite que leurs suites extraite, & savoir 7.

(a) Nous avons b2 | — a2 = bpang1 — a2y = angr (by — apg1)) = 252 (b — ag).
(b) De l'adjacence des suites (a,,) et (b,) on déduit que b,41 — apy1 > 0 et que b1 + any1 > 2a,41. Partons de

'égalité (b%wrl - a%+1) = (bat1 = ant1)(bnt1 + any1) = an2+1 (bn — an).
On divise cette relation par a,41 + bp41 (qui est strictement positif) pour obtenir:

Ap41 bn — ap
2 bn+1 + An+1

anrl — Qp+4+1 =

1 1
I
bnt1tant1 pa 2an+1

En réitérant cette inégalité, nous déduisons que b,41 — Gpi1 < ﬁ(bo —ap).

A ce stade, nous pouvons majorer ce qui implique 'inégalité 0 < b, 11 —ap41 < i(bn —ap).

(¢) 0 < P, —pn = ai — bi = bg;b“" < %ﬁ# Nous pouvons minorer a,b, par a3 ce qui nous donne:
0< Pn — Pn § 3245-
Les suites (a,) et (b,) étant adjacente et de limite X, nous avons I'encadrement Vn € N, a,, < 1 < b, (les
suites ne sont pas constantes). Il s’ensuit donc que 0 < 7 — p,, < 34‘? .

(d) p, réalise une approximation de m & 108 pres lorsque 3v/3 < 471078 cela est réalisé pour n > 14. On en
déduit que le demi-périmetre du polygone régulier convexe & 45 cotés réalise une approximation de m & 1078
pres.



