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@ Qu'est-ce qu'un polyndme / Qu'est ce qu'une fonction
polynémiale ?
o Caractérisation du polynéme nul & de la fonction polynémiale
nulle
@ Un exemple de différence.
@ Le cas ou I'on peut identifier I'un a I'autre
Dans cette présentation, on désigne par (K, +, X) un corps

commutatif. On pourra penser a Q, R, C, mais aussi aux corps
finis Z/pZ avec p premier.
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Qu'est ce qu'un polyndme ?
Définition polyndme de K[X]

A la suite (ag, a1, ... ,an,0,0,...) presque nulle de KV, on associe
I'écriture P(X) = ap + a1 X + a2X? + ...+ a,X", que I'on nomme
polynéme en I'indéterminée X.

On désigne par K[X] I'ensemble de ces écritures.

Les lois + et - de I'espace vectoriel (K; +;-) sur K munissent
(K[X]; +; ) d'une structure de K-espace vectoriel.

Le produit de Cauchy des suites de KN permet de définir un
produit interne dans K[X] de sorte que (K[X]; +; x) est un anneau
commutatif.

Caractérisation du polynéme nul

Un polynéme de K[X] est nul si et seulement si tous ses
coefficients sont nuls.

Jean-Francois Culus EC 222. Polynémes



Qu'est ce qu'une fonction polyndmiale ?

Définition : Fonction polynémiale de K dans lui-méme

On appelle fonction polynomiale toute fonction f : K — K obtenue
uniquement par des sommes et des produits d’éléments de K avec

la variable.
ie. si f : K — K est une fonction polyndmiale, alors il existe
(a0, a1, .. .,an) € K™ tels que

fix—ag+aix+ax>+...4+ anx".

| A\

Caractérisation de la fonction polynomiale nulle

La fonction polynomiale f : K — K est nulle si et seulement si,
pour tout élément x € K, f(x) = 0.
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What's the problem ?

Considérons le corps K = Z/3Z = {0; 1; 2}.

Le polyndme P(X) = X3 42X n'est pas le polyndme nul.
Evaluons la fonction polynomiale f : Z/37Z — 7./3Z,

f : x = x3 4 2x sur tous les éléments de Z/37 :

x3 | 2x | x34+2x
0[0]| 0 0
11112 0
21211 0

Ainsi, la fonction f est la fonction nulle.

On peut avoir un polynéme non nul dont la fonction polynomiale
associée soit la fonction nulle.
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Explication

Si (K, +, x) est un corps fini, par exemple

K =27Z/57Z ={0,1,2,3,;4}, alors le polynéme

P(X) = X(X —1)(X —2)(X — 3)(X — 4) est non nul.
Pourtant, la fonction polynomiale associée

f(x) = x(x —1)(x — 2)(x — 3)(x — 4) le sera forcément ...

Formalisme

Soit K[X] I'ensemble des polynémes et Pk I'ensemble des
fonctions polynomiales de K dans lui-méme. On considere la
fonction ® : K[X] — Pk qui, au polynéme

P(X) = ag + a1 X + axX? + ... + a,X", associe la fonction
polynomiale ®(P) : K — K définie par N
O(P) : x — ap + aix + axx?> + ... + apx". On note ®(P) = P.
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Conclusion

Ce qui ne pose pas probleme

A un polynéme P, on peut (canoniquement) associer une unique
fonction polynomiale P.

La fonction @ : K[X] — Pk est bien définie et est surjective.

Ce qui pose probleme

A une fonction polynomiale donnée, on ne peut pas nécessairement
associer canoniquement un polynéme ...
L’application ® : K[X] — Pk n’est pas nécessairement injective.

Ce que I'on peut faire

Lorsque K est un corps infini (type Q, R ou C), I'application ® est
bijective : aussi, on peut identifier polyndme et fonction
polynomiale lorsque le corps est infini.
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