M1. Maths

Jf. Culus

1. Nous avons, pour k € {1,2,...

n\ n! B n-(n—1) n
Q)mmn—kﬂk.m_1y4n—1—k+n!k1k_ny

2. Soit p un entier premier. Alors p divise p!. Or, pour tout k € {0, 1, ...
Enfin, si 1 < k < p, alors p ne divise ni k!, ni (n —k)!:

Solution du probleme d’arithmétique
d’apres Capes 2013

Partie A: Théoréeme de Lagrange
,n},

n—1-k+1)! &k

o}, Pl = kl(p—k)!- (7).
aussi, p est-il premier avec k!- (n —k)!.

Il s’ensuit par le théoréeme de Gauss que p divise (i)

3. (a)

(+ DB +1+k) =
(x+p) = (z+p)f(xz). Aussi,

Nous avons f(z) = [[}— Wz +k) dot (x+ 1) f(z+1) =

(x4 D) ]Thes(@+ k) = [T (@ + k) = Hi:(w + k)
nous avons la relation

(z+1)f(z+1)=(z+p)f(z)

(+1)f(z+1) —zf()

La fonction f étant une fonction polynomiale de degré p — 1, on en déduit qu’il existe
un p-uplet (ag, ai,...,a,—1) de réels tels que f(z) = > 1_, akxp_l_"”'.

(x + k), nous en déduisons que le

d’olt nous déduisons que pf(x) =

En considerant le développement du produit [[5_

coefficient dominant de f est 1 et son coefficient constant est [[7_; k= (p—1)! don
nous obtenons par identification ap =1 et ap—1 = (p — 1)

Calculons (x + 1) f(z + 1):

(x+1)flz+1) =(x+1)> 5 Oak($+1)p 1-k _

=20 akz (

Aussi, en injectant ce résultat dans la formule de la question A.3.4 nous en déduisons
que

Zk “oak(z+1)PF

F)a?

pf(x) =@+ Df(z+1) - zf(z)
= 0o 5o (P5F) 2! = g anat
=Y oak <Zp o (p k)x] — P k)
= Yhloan iyt (77
= (S e (p;’“)) a?
On en déduit alors que pf(z) = > 1_ (Z (pp; k)a ) xP~1F Aussi, par identifi-

cation des coefficients, nous en déduisons que

p—1 . k .
_ p—J o p—J ,
3 “’“‘Z<p—1—k)“f ;(ml—j)%

§=0
Pour £ = 1, nous avons pa; = (g)ao + (le)al = @ag + (p — 1)a; donc a; =
p(p— 1)a0 p)

2
Pour k € {2,3,...,p}, nous obtenons

=52
=¥

o (27 )as + (P ax
i+ (p—k)ay

bag

0 (k577,)e

On en déduit alors que

’mk:g(/{iij) B <k+1)+kzl<k+1—1>aj

j=0 j=1

(n—1)! n(Z_i

Théoréme de Gauss Si albe et
aNb=1, alors alc

Méthode FEn général, il faut
partir d’un membre pour aller &
Uautre .... ici, il est plus simple
de reformuler ce que l’on veut
obtenir en isolant (z + 1)f(x +
1), et en effectuant les regroupe-
ments / changement d’indice
appropriés.

De facon plus formelle, on
écrit  les coordonnées  du

polynome F  dans la base
(1, X,X2,...,xp71) de
Rp—1[X].  Pour ce faire, il
faut  identifier la  fonction
polynomiale f1 avec le polynéme
F(X)= £:1(X + k)

Calculs techniques: il faut

utiliser le binéme de Newton
pour développer (x + 1)P~F et
terminer en intervertissant les
deux sommes: puisque la sec-
onde dépends de l'indice de la
premiére, il faut faire attention.
On remarquera que l'une des
bornes est quand j = p—1—k
soitk=p—1—3j

pf(z) =

on identifie

Rappelons  que

-1 —1—k.
Zizo pakxp ’
alors les coefficients de zP~17k
dans les deur membres
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(f) Raisonnons donc par récurrence finie sur ’entier naturel k € {1,2,...,p — 2}.
Initialisation: Pour k& = 1, nous avons a; = (g) et donc d’apres la question A.2 nous
savons que pla; (puisque p > 3).

Hérédité : Supposons que p divise a1, aso, ..., ar_1. Alors, p divise (k;+1)+23 1 (kfﬁfj)a
d’ou p divise k. Mais comme k < p, p A k =1 et donc par le théoréme de Gauss, p|kay

implique p|a.

N

Partie B: Théoréeme de Wilson

1. Pour p = 2, nous avons (p — 1)! = 1 d’ott comme 1 = —1 mod 2, il s’ensuit que la formule
est vraie pour p = 2.

2. (a) Nous savons que ap—1 = (p — 1)! donc nous déduisons de la formule A.3.5 que, pour
k = p — 1 nous avons

Z( —1+1—g>“ﬂ

2
?0%‘*‘( _1)':1+2p 145+

(b) Nous savons par A.2 quesi 1 <k <
—1 mod p.

(p—1)-

p—2
= E a’j
Jj=0

(p— 1)

p—1, p| (k), aussi, nous en déduisons que (p—1)! =

Il s’ensuit alors que p! =

3. Raisonnons par ’absurde en supposant que p un nombre non premier, donc qu’il existe d € N*
un diviseur strict de p (ie. 1 < d < p). Alors d apparait dans le produit (p — 1)! = H,’z;} k

d’ott d|(p — 1)!. De plus, d|p d’otr de la relation de congruence (p —1)! = —1 mod p, nous
déduisons que d| — 1, d’ott p € {—1;1} ce qui est absurde (p > 1). Aussi, nous démontrons
que si (p— 1) = —1 mod p, alors p est un nombre premier, ce qui établit la réciproque du

théoreme de Wilson.

4. (a) Supposons l'existence de deux entiers a et b, avec a,b # 1, a Ab = 1 tels que n = ab.
Aussi, a < n et b < n (car sinon cela implique que a ou b égal 1, ce qui serait absurde).
Aussi, 2 < a < b < n—1 et donc les nombres a et b apparaissent dans le produit
(n=1)!= k d’olt nous déduisons que n|(n — 1)! et par suite (n —1)! =0 mod n.

(b) Soit donc n = p* avec p premier et a > 2. Nous avons alors 1 < p < n d’ou p,
p2, p3, ..., p*~! sont des entiers deux & deux différents apparaissant dans le produit
(n—1)! = [[}Z] &!. Tl s’ensuit donc que p' 2T~ divise (n — 1)!, d’'olt en particulier

p®|n. Il sensuit alors que (n — 1) =0 mod n.

(c) Supposons & présent que n = p? avec p premier. Aussi, 1 < p < p?. Comme 2 < p et
n > 4, nous en déduisons que 2p < n. Aussi, les entiers p et 2p apparaissent dans le
produit (n — 1)! = 2;11 k d’ou (p x 2p)|(n — 1)! ce qui implique que p?|(n — 1)! soit
n|(n —1)I. Aussi (n —1)! =0 mod n.

Partie C: Théoréme de Wolstenholme

(n+1)sn+tn

1. Nous avons H,, .1 = H, + n+1 = Tt Din

2. Nous obtenons s4 = 25 =52, 56 =49 = 7% et 5130 = 7381 = 61 - 121 = 61 - 112,

3. Nous avons f(z) = [[}_}(z+k) =

nous obtenons que

Zk 0 arxP~ 1=k Aussi, par identification des coefficients,

p—1p—1 pl 1)'
ap— 2-2H]-Ziz(p_1>!'prl
k=1j=1 k=1
i#k
Aussi, H,_1 = (Z‘“_f),

Si p est un mombre premier et
ke{1,2,...,p—1}, alors pAk =
1

Un entier n non premier est
dit composé; il est alors produit
de deux entiers naturels stricte-
ment compris entre 1 et n

Si n a au moins deux facteurs
1 — &1 (o>}

premiers, alors n = p;' X py? X

ka.Onposeafp et

k
b= J2pj

avec a Ab=1

et on a n = ab

Le fait que a > 3 implique que
a—12> 2: aussi, il y a bien au
moins 2 diviseurs p et p*~1 d’ou
leur produit p® apparait dans
(n—1)!

Partie moins classique que les
précédentes. A ne faire qu’en
seconde / troisiéme lecture
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4. Pour p > 3, p premier, f(—p) = (—=1)P~! Hz;}(p —k=@pmp-1'= Zi;é (—=1)*apr=1=k,
Comme p — 1 est un nombre pair, il s’ensuit que

(p—1)! =pPl —apP 2+ .. —ap_op+a,1
=pPt —a1pP 2+ ...+ ap,_3p® —ap_ap+ (p—1)!

Il s’ensuit alors que a,_o = PP —apP P 4+ Qp_3p=0p- (p”*3 —apP T+ ap_g).

5. Comme tous les coefficients ay, as, . . ., a,—3 sont divisibles par p, nous déduisons que p|(pP—>—

a1pP~ + ... 4 ap_3). Il s’ensuit donc que p?|a,_o. Aussi, de H, 1 = (pfla)fﬁ on déduit
==

(p—1)!8p_1 = ap_at,_1 soit p?|(p — 1)!- sp,_1. Or, comme p*> A (p — 1)! = 1 nous déduisons
du lemme de Gauss que p?|s,_1 d’olt le résultat souhaité.



