Jf. Culus UE 121 Analyse

Capes d’analyse 2007 (extrait) I

Introduction

L’objet du probleme est 1'étude de la suite (s,)n>1 définie par Vn > 1, s, = Z:l k—lz Dans la premiere partie, on

s’attache a démontrer par des méthodes élémentaires la convergence de cette suite par différentes méthodes. Dans les
parties 2 et 3, on étudie la limite de cette suite par deux méthodes différentes.

Partie I: Convergence de la suite
Dans cette partie, le candidat utilisera librement les connaissances faisant partie du programme de Terminale S.

1. Premiére méthode

=

(a) Démontrer que, pour tout entier k& > 2, nous avons la majoration 1%2 < ﬁ —
(b) En déduire que la suite (sy,),>1 est majorée.

(c) En déduire que la suite (s,)n>1 converge et donner un majorant de sa limite.
Dans toute la suite du probléme, nous noterons S la limite de cette suite.

2. Deuxiéme méthode

On considere la suite (t,),>1 définie par Vn > 1, t,, = s, + %

(a) Démontrer que les suites (s, )n>1 €t (tn)n>1 sont adjacentes.

(b) Dénner, en le justifiant, un encadrement de S d’amplitude 10~*.
3. Troisieme méthode

Ecrire le texte d’un exercice de niveau Terminale S démontrant, par comparaison & une intégrale, la convergence
de la suite (sp)n>1-

Partie 2: Utilisation de polynémes

1. Soit P € C[X] un polynéme de degré n > 1, P(X) = ag + a1 X + axX? + -+ + a, X"
Rappeler la formule permettant de calculer la somme o1 = Z?:l o; = 1 +ag + -+ + «p des racines de P en
fonction des coefficients ay, k € {0,1,2,--- ,n}.

2. (a) Soit p € N et ¢ € R. Démontrer 1'égalité:

: - (2p+1 2p—2k s 2k41
(@ 19) = 20371 ot ) )

2p+1
2k+1

(b) En déduire que, pour tout entier p € N et tout réel ¢ #= 0[x]:

ou ( ) désigne le coefficient binomial pour k € {0,--- , p}.

sin((2p + 1)) = sin® 1 p) Y (~1)* (;Z i 1) (cotan? ()" ™"
k=0

__ cos(yp)
sin(ep) *

ou cotan(yp)

3. Soit p € N et P € R[X] le polynéme défini par
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(a) Pour tout entier naturel k € {1,---,p}, on pose vy = cotan? (21’;_’;1).
Calculer P(y) pour tout k € {1,2,---,p}.

(b) Vérifier que, pour tout k € {1,2,---,p}, le réel 5 L appartient a l'intervalle ]07 5 [ En déduire que le

polynoéme P possede p racines distinctes, que 'on determinera.

(¢) En déduire les égalités:

P P
k 2p —1 1 2 1
E cotan’? il = p(2p ) et E = p(p+ )
2p 3 sin2 ( km ) 3
k=1 2p+1

4. (a) Démontrer que, pour tout réel ¢ € ]0; 5 [, les encadrements

0 < sin(p) < ¢ < tan(y)

(b) En déduire que, pour tout entier p > 1, nous avons ’encadrement:

pp—1) _ 2p+1 Z”:i p+1)
3 =k
2
(c) Démontrer que S = F-.
5. Montrer que les suites (un)n>1, (Vn)n>1 €t (wn)n>1 définies par
i _,; k2 ‘kz::l @k+1)2 " _;; =

sont convergentes, et déterminer les valeurs exactes de leurs limites, respectivement notées U, V et W.

Partie 3: Utilisation des intégrales de Wallis

Pour tout entier n € N, on pose

w/2 /2 4”(71')2
I, = / cos®" (t)dt; In = / t2cos®(t)dt et K, = -—J,
0 0 (2n)!

1. Calculer les intégrales I et Jp.

2. (a) Démontrer que pour tout n € N, on a I, = 52121 (on pourra penser & 'intégration par parties).
(b) En déduire que, pour tout n € N, on a I,, = 4,52(7;)!!)2 X 7.
3. Soitn > 1.
(a) Démontrer la relation I,, = n(2n — 1)J,_1 — 2n2J,.
(b) En déduire que K, 1 — K,, = ;o
(c) Démontrer la relation § Y7, k% =Jo— K,.
4. (a) Démontrer que, pour tout réel z € [0; 5], on a o < § sin(z).
(b) En déduire que, pour tout entier n, nous avons:
2 3
= I, T
0<J, < FIEEENE uis 0 < K,

(¢) Retrouver la valeur de S.



