UE 121 Analyse Jf. Culus

Solution du Capes 2007, épreuve d’Analyse (parties 1 a 3) I

Partie 1: Convergence de la suite

1. (a) Soit k& > 2.
1 1 1
1% = o et k2 — k < k? d’ott par décroissance de la fonction inverse sur

R’ nous avons :

1 1 1
VE>2, — < —nu — —
TR T k-1 Kk

(b) Pour n > 2, on somme l'inégalité ci-dessus pour k allant de 2 & n :

o 142 ()

k=2

La suite (s,,)n>1 est donc majorée par 2 (s; = 1).
1

(n+1)
Elle est donc croissante et majorée par 2, on en déduit qu’elle converge vers S < 2.

(¢c) Pour n > 1, sp41 — 85 = > 0 donc la suite (s,)n>1 est croissante.

2. (a) On a déja montré que la suite (s,,) est croissante. Pour n € N,

1 1 1
b1 = n n+1)2 n+1 n
 n+nn+1)—(n+1)2
- n(n+1)?2
B -1
- n(n+1)2

donc la suite (¢,) est décroissante.

lim (¢, —s,)=0.

n—-+o0o
On déduit de ces trois points que les suites (s, ) et (¢,) sont adjacentes.

1
De plus, puisque, pour n € N*, ¢, — s, = —,
n

(b) D’apres le théoreme des suites adjacentes, les suites (sy,)n>1 €t (£,)n>1 convergent donc
vers une limite commune S qui vérifie,

VneN*", s, <S<t,

Cet encadrement est d’amplitude 10! si n = 10. A la calculatrice, on trouve :

1,6<5<1,6
1 1
3. Pourne N*, onpose s, =1+ =+ -+ —.
22 n?

(a) Etudier la monotonie de la suite (s,).

(b) Démontrer que la fonction ¢ — 1/t% est décroissante sur [1 + oo|.

(¢) En déduire , pour k > 2,
Lo
k2 - [ t2

Il faut ict mentionner la
décroissance de la fonction
inverse sur R (cette fonction
n’est pas décroissante sur R*)

On reconnait ici aisément une
somme télescopique

1l s’agit du Théoréme de con-
vergence monotone: Toute
suite réelle croissante et ma-
jorée est convergente

Deux suites sont adjacentes
st l'une est croissante, l’autre
décroissante et si leur différence
converge vers 0

Théoréme des suites mono-
tones Si (un) et (vn) sont
monotones, alors elles sont con-
vergentes et ont méme limite

Cet encadrement est un corro-
laire au théoréme précédent
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(d) Démontrer par récurrence, pour n > 1,
" dt
1

(e) Conclure que la suite (sy,) converge.

Calculer cette intégrale.

Partie 2: Utilisation de polynémes

1. o1 = _nd (an # 0 car P est de degré n).

n

2. (a) D’apres la formule de Moivre, sin ((2p+ 1) ) = Im (e!®P+D¢) = I'm ((ew)sz) =

Im (cos @ + isin g0)2p+1). On développe grace a la formule du bindme de Newton et on
sépare les termes d’indices pairs et impairs :

1l s’agit des fameuses relations
coefficients-racines qu’il faut
connaitre...

1l faut ici penser aux exrpressions
complezes du sinus sin(f) =
Im (&%) et sin(0) = i(cos(@) +
1sin(0)).

p
. 2 1 _ 2 1 9k ..
sin ((2p+ 1) 90) =Im (E ( p2—]: >C052P+1 2k(30 ’LSIII(P _|_ E <2£i 1) COSQIH-I 2k 1(90) (Z Sll’l((p))2k+1>
k=0

or i?* = (=1)F e R et (i)2*! = (—1)*i donc

sin((2p+1)p) = Z(_l)k <§£ :: 1) 0082p+172k71((p) Sin2k+1(<p)

k=0
(b) Pour ¢ # 0[x], sing # 0 donc on peut factoriser cette somme par sin?*!(p) =
sin?**1 () sin??~2* () pour obtenir
L o+ 1
. i 2p+1 _1\k 2 ,\p—k
s (2p-+1) ) = () Y1) (3077 corante
3. (a) D’apres la relation précédente, P(vyx) = sin(kw) = 0.
km T p km T
b) Si k € [1,p], € ; . C 2p < 2 1, — €]0; = [.
(b) Stke Lol 5o € lgyyqigy ) Comme 2 <2l ona g €0l
. 2 . . , . i k’fr
La fonction ¢ — cotan®t est continue strictement décroissante sur |0; 5[ et les 1 1
p

sont deux a deux distincts donc les 7, le sont aussi.

On a donc obtenu p racines distinctes pour le polynome P. Celui ci est de degré p
donc il n’en a pas d’autres.
Par conséquent, P a p racines distinctes qui sont les v, k € [1; p].

Théoréeme fondamental de
I’algébre ou Théoréme de
d’Alembert-Gauss: Tout
polyndéme a coefficients com-
plexes mon constant de degré
n > 1 admet exactement n
racine dans C.

<%+1) (2p+1)(2p)(2p — 1)

(¢) Daprés a formule rappeéc i la question 1., 2x1+l 6
c apres la formule rappelée a la question 1., = — =
P PP q k:17k 1 %+ 1 %+ 1
1
d’out
k (2p—1)
2
Zcotan (2p+1) 3
1 p(2p—1) p(2p—1+3)
2 _ _
Pour 0 € R, cotan®0+1 = donc Z ; o= = 3 +p= 3
k=1 sin
2p+1
d’ou
z”: 1 2p(p + 1)
=1 w2 [T 3
2p+1
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4. (a) Sur [0; Z], la fonction sin est positive et strictement concave (sa dérivée seconde est
—sin < 0). De plus sa tangente au point d’abscisse 0 a pour équation y = z donc, pour
pel0;5],0<sinp <.

De méme la fonction tan est strictement convexe (sa dérivée seconde est is%) de méme
tangente en 0 donc ¢ < tan .

(b) Pour k entre 1 et p, on utilise I'inégalité précédente pour ¢ = 1
p

. km < km <t km
sin an [ ——
2p+1 2p+1 2p+1
Ces quantités étant toutes positives, par composition avec la fonction ¢ +— 1/t qui est
strictement décroissante sur R™, nous obtenons:

1 (2p+1)? 1

<
2 km km 2 . km
tan (2p+1) ( ) Sln2 <2p T 1)

= cotany donc en sommant ces inégalités pour k allant de 1 a p

Pour ¢ E]O, g[, m

et en utilisant les formules de 3.c, on obtient :

p2p—1) (@p+1):~1 _2p(p+1)
< Zﬁ<

3 3
k=1
2 1)2
(¢) On divise par w :
T
p2p—Dm* _ _2p(p+1)r?
3(2p + 1)2 Po3(ep+1)2
p(2p — 1)m2 2p(p + 1)7? 22 2

im ——— = lim = lim = — donc, d’apres le théoreme
prioo 3(2p+ 12 potee 3(2p+ 12 poteo 1202 6 P
d’encadrement par des suites ayant méme limite, nous en déduisons que:

2

. ) T
pgrf_loosp =% soit S = e
1 T
5. Pour n > 1, u, = 15 donc (uy,),>1 converge, de limite YR
A R
Pour n > 1, v, = San41 — Uy donc (vy)n>1 converge, de limite 5 M-8
. _ _ 71 _ . _ . _
Pourn > 1,sim, = | 5] et p, = [ "5, wn = vp —Uyp,. Comme nh_{rgopn = nEIJIrlOO m, = +00,
I R
(wn) converge, de limite I TiRET
Finalement ) ) )
T T T
U=— V=— W=—
24 8 12
Partie 3: Utilisation des intégrales de Wallis
3
T T
1. Ip=—et Jg = —.
0T Ty

z
2. (a) Dans I,41 :/ cos®™ L ¢ cos tdt, on effectue une intégration par parties en posant
0

Ici, plutét que d’étudier la
dérivée de la fonction x +—
sin(z) — xz, on préfére un raison-
nement de nature géométrique
(ie. sur la courbe représentative
de la fonction sinus)

Initialement, les limites de
ses suites sont indéterminées:
il suffit de factoriser par la
plus  grande puissance aux
numérateur et dénominateur
pour lever celle-ci

On wutilise ici le théoréme
d’opérations algébriques sur les
suites convergentes

1l faut bien savoir justifier une
intégration par partie. Le
fait que les fonctions u et v
soient de classe C' n’est pas
nécessaire, mais est une con-
dition suffisante pour s’assurer
de la convergence des intégrales
considérées
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2n-+1 t

u(t) = cos
v'(t) = cost (v(t) =sint). u et v sont de classe C* sur [0, 5] donc

[NE]

I,,1 = [sintcos®™t! t]og +(2n+ 1)/ sin? t cos®™ tdt
0

%
= (2n+1) / (1 — cos®t) cos® tdt
0

= 2n+ 1), — In41)

2 1
dott Ton déduit I, = % ..
AN b2 (zn)! Tr” M A
(b) Pour n € N, on considere P(n) : "I, = —” et raisonnons par récurrence sur
4n(n!)? 2
I’entier naturel n. o]
Initialisation: Pour n =0, Iy = 7 et 4&(2?)27; = g donc P(0) est vraie.

Hérédité: Soit n € N, et supposons P(n) vraie. Nous avons alors

I _ 2n+1 (2n)! 7
LT o 4 24n(nl)2 2
2n+2)2n+1)2n) w
22(n +1)247(n!)2 2
Cn+2)! =«
An+((n+1)1)2 2

P(n+ 1) est donc vraie.
Par récurrence, on peut alors conclure que, pour tout n € N,

(2n)! =« Lid .

= = idée  ict  est ‘effectuer

" 4n(n!)2 2 deux intégrati g t1
grations par parties
succéssives afin de se débarasser

3. (a) Dans I,,, on effectue une intégration par parties en posant u(t) = cos®™ t et v'(t) = 1 du t* dans Uintégrande de Jn

2n 1% LI 2n—1
I, = [tcos™t]¢ +2n tsint cos™" " tdt
0

™

2
2n / tsintcos?™ 1 tdt
0

On effectue une nouvelle intégration par parties en posant u(t) = sintcos®" t et v/(t) =t

t2 = 3
I, = 2n[5 sint cos™ t]7 — n/ t? (cos®™ t — (2n — 1) sin®t) cos®™ tdt
0

= —nJ,+n2n-1) / ’ t2(1 — cos? t) cos?" 2 tdt
0
= —nJ,+n2n—-1)J,—1 —n(2n—-1)J,

d’ott
I, =n(2n —1)J,_1 — 2n*J,

4n(n!)?
(b) On multiplie cette égalité par (Z(n)' . Avec la question 1.b),

n)!
™ gn=l(p —1)12 4" (n!)?
— =4n’n(2n — 1 Jp—1 = 2n% ———J,
5 A = D T @ — 2 T 2

En divisant par 2n?, on obtient
™
K, 1-K,=—
! 4n?



UE 121 Analyse

Jf. Culus

(c)

Pour k entier entre 1 et n, K1 — Kj = En sommant ces égalités de 1 a n nous

4k2

> =Ko Ko

obtenons

»Mﬁ

Or Ky = Jy donc
- KO - n

w‘,_.

>

La fonction sin est concave sur [0; ] donc sa courbe représentative est au-dessus de

»Mﬁ

2
toutes ses cordes, en particulier celle reliant (0,0) et (g, 1) qui a pour équation y = —z.
T

On a donc : - -
Vz € [0; 5}, x < §sina:
On éleve cette inégalité au carré (tout est positif) et on multiplie par cos®™t > 0 :
2
Vit € [0; f] 0<t’cos?"t < — 1 sin? t cos®" t

On integre cette inégalité entre 0 et 5

m? % 2 2
0<J, < T sin” t cos”" tdt

0

Dans cette derniére intégrale, on effectue une intégration par parties en posant u(t) =

-1
int et v'(t) = sintcos®" ¢ (v(t) = L)
sint et v'(t) = sint cos*™ ¢ (v(¢) o 11 % )
7\'2 s
B 2 2n 1 /5 2n+2 1
t tdt = tdt = I
/0 sin” t cos Tl ), cos o 1t
Avec la relation de récurrence 2.a),
2
o<y, <™~ 1 il
4 2n+12n+2
d’ou )
w1,
0<J, < ——
" T 8(n+1)
4m(n!)?
On multiplie alors par (Z(n)? > 0 grace a 2.b):
n)!
3
0<K, < —1
- ~ 16(n+1)
¢) Par encadrement, on a donc hm K, =0.
n—-+oo
. . 4 3 2
La question 3.c) donne alors lim s, = —Jy. Or Jy = — donc on retrouve s = —.
n—+00 ™ 24 6

La encore, on préfére un raison-
nement géométrique plustot que
I’étude d’une fonction auziliaire.
Ces inégalités sont classiques.

La propriété ici wutilisée est
la croissance de l’intégrale:
Si u et v sont deuxr fonc-
tions intégrables sur [a,b] avec
Vo € [a;b], u(z) < v(z), alors
SPu(t)dt < [P o(t)d



