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Formule de Stirling et intégrale de Gauss: Solution I

Partie I.
Iy = ﬂ/ “1(t) cos?(t)dt = 07r/2 cos™ 1 (t)(1—sin®(t))dt = I,,_1— fo (cos™™1(t) sin(t)) sin(t)dt.

Nous pouvons alors utiliser une intégration par partie: Les fonctions u'(t) = sin(t) cos™ 1 (¢)
et v(t) = sin(t) sont C! sur [0,7/2], donc:
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Puisque Ip = § et I; = 1, nous en déduisons les formules sur I, et Iopy1.

Nous en déduisons que I,41 =

Loy — I, = OW/Q cos™ (t)(cos(t) — 1)dt < 0 donc la suite (I,,) est décroissante. Puisque tous

ces termes sont positifs, nous en déduisons alors qu’elle converge.

Nous avons vu en question 1 que I,11 = #In_l. Ainsi, en supposant que la quantité
(k+ 1)IxI;41 est constante pour un certain rang n, nous avons: (n+ 1)I,I,+1 =nl,I,_1 et
donc la quantité est constante au rang n + 1.

Pour calculer la valeur de cette constante, il suffit de prendre n = 0, on a alors: Iol; = 7.
Par 3., la suite (I,,) ne s’annule jamais. Aussi pouvons- . En
utilisant la relation de récurrence, nous déduisons que Intr = n quand n — +oo.

In_1 n+1
Or, puisque ([I,,) est décroissante, nous avons: I, 1 < I, < I,,_1, soit par positivité de I,,_;:
Ini1 I,
I'n 1 S I'n 1 S 1

Par le théoreme des gendarmes, nous en déduisons que =~ — 1. Cela implique que I, 1 ~
I, en +o0.

2

(a) In(un) =>, =1"In(k) — (n + %) In(n) + n.
(b) vpa1 —vp = ln(u”“) =1—-(n+ %)ln(l + %L)
Nous savons que In(1 +h) = h — %2 + o(h?) (avec h dans un voisinage de 0), ou encore
In(1+h) =h— & +O®h3).
Ainsi, nous obtenons:
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Or, nous avons Z = (n+ 1)1, 1,41 e nI? d’ott I'on obtient I’équivalent souhaité.
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Ainsi, nous obtenons vy41 — v, = 7z + O(5z)-

(¢) Par critere de comparaison, la série > (v,4+1 — vy,) converge, d’ou la convergence de la
suite (vy,).

(d) Par continuité de la fonction exp, nous déduisons que (u,) est une suite convergente.

Soit £ sa limite.
Par 1. Iz, = 3 22(p(p),)2 et par 4. Iy, ~ | / . Ainsi, en remplacant dans Iy, les (2p)! et p! par

leur équivalent obtenu a la question precedente nous obtenons:

T ()Y VI
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Apres quelques simplifications, nous obtenons:

{ ~ 27

+oo

Iy, =

Puisque ¢ est une constante, en passant a la limite, nous obtenons £ = v/27. En remplacant ¢

par cette valeur dans la formule 5.d. nous obtenons la formule de Stirling | n! I (2)" v2rn |
o0

O(5) = 1=l t ot 5+0(5)
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Partie II.

1. La fonction z — e~ est une fonction continue et positive sur [0, +oo[, donc la fonction
F:X fOX e~ dt est croissante.
Pour tout ¢ > 1, nous avons que et < e~! d’oll par croissance de l'intégrale, nous avons
flx e tdt < flx e~tdt =1 —e . On en déduit alors que la fonction F' est majorée sur R,
d’ou l'intégrale est convergente.

t2

2. La fonction h est dérivable sur | — 1,4o00[ par le théoréme d’opérations algébriques sur les

fonctions dérivables, et U'on a: h'(z) =1 — 1-&-% = 115 Il sensuit donc que A’ est négative

sur | — 1,0[ et positive sur [0, +oco[, d’ou les variations de h s’en déduisent. Il s’ensuit alors
que Vz €] — 1, 4o00[, In(1 + z) < z.

3. (a) Par positivité de la fonction intégrée, on déduit que la fonction X +— fOX ﬁ est

n

croissante. Par changement de variable, nous obtenons:

/X dzx /Arctan\% dt
o (1+%)" o (1+tan?t)n=1"

La fonction intégrée dans l'intégrale de droite est toujours inférieure & 1: on intégre sur
un chemin de longueur inférieur & 3 d’olt nous déduisons l'inégalité |, T < T
2 0 (1 +L) 2

n

Il s’ensuit donc que 'intégrale c¢,, est convergente.
(b) Vz € [0,+/n], nous avons

2\" ) ) 22 22 2
(1 — ) = enIn—a%/n) < g=2"  oqp T €]—1,0] donc In <1 — ) < -2
n - - -
11 s’ensuit alors que b,, < fo‘/ﬁ =7 da.
Vz € [0, /n], nous avons
2\ " ) , )
(1 - x) =it/ 2 e car — r >0 donc In (1 + x) < i.
-n n n n

—n
11 s’ensuit alors que fo\/ﬁ e~ dx < fo\/ﬁ (1 + %2) dx.

(¢) Pour exprimer b,, on utilise le changement de variable z = /nsin(t).

/2
b, = / V(1 = sin?(t))dt)v/nlan 1.
0

Pour réexprimer c,, on utilise le changement de variable z = /ntan(t). On a ¢, =

/2 /2 o
fO / \/ﬁ(l +t(1n2t)(1+uﬁw = \/ﬁfo / Wi% = \/EIQH_Q (On utilise la formule
1+ tan’t = 2

cos2t”

2 + .2
4. Nous avons b, = y/nlapi1 ~ 4, Cn = /nlap_ o ~ @ et fo\/ﬁe Tdr — e~ dy.
L’encadrement précédent implique par passage a la limite:
400
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La valeur de l'intégrale de Gauss s’en déduit donc.



