Solution : Polynémes de Tchebychev et méthode des moindres carrés.'

Premiére partie :

Ty vérifie Ty(z) = cos(0) = 1. Ty veérifie Ty (z) = cos(Arccos(z)); comme ces deux
fonctions sont réciproques 'une de 'autre, on a T} (z) = x. Ty vérifie cos(2 Arccos(x)) =
2cos(Arccos(z))? — 1 = 222 — 1. Ty vérifie T3(x) = cos(3Arccos(z)). Calculons
cos(3a) = cos(2a + a) = cos(2a) cos(a) — sin(2a)sin(a) = (2cos?(a) — 1) cos(a) —
2 cos(a)sin®(a) = 2cos®(a) — cos(a) — 2cos(a)(1 — cos?(a)) = 4cos®(a) — 3cos?(a).
Aussi, nous en déduisons que T3(x) = 423 — 322,

Posons § = Arccos(x) € [0, 7]. D’aprés la formule de Moivre, nous avons que T,,(z) =
cos(nb) = Re (¢™?) = Re ((ew)n) = Re ((cos(#) + isin(6))™).

Dans le cas ot n = 2p, nous en déduisons alors que

2p
_ 2p 2p—k -k g
Tgp(a:)—RekZ_O(k>CObp (0) - sin”®(0) - i

Nous obtenons la partie réelle de cette somme en considérant les indices k pairs :
aussi, nous avons

Ty (z) = <25’)x2p - <22p)x2p2(1 — 2?4 (=1)P @i) (1 - z2)P.

Dans le cas ot n = 2p + 1, alors nous avons

2p+1
Topi1(z) = Re ((cos(0) +isin(9))" ) = Z <2p1: 1) cosPT1=k (@) . sin®(9) - i*
k=0

La encore, la partie réelle est obtenue en considérant les indices k pairs : aussi, nous
obtenons

2 1 2 1 2 1
Topi1(x) = ( p(;i— >x2p+1—( p;— )xzp_l(l—xQ)—l-“-—i-(—l)p( p2—lf)- )x(l—xg)p.

Posons 8 = Arccos(xz) € [0,7], et donc x = cos(#). Nous avons alors 2zT,(x) +
Th—1(x) = 2cos(8) cos(nf) — cos((n—1)8) = 2cos((n+1)8) + cos((n—1)8) — cos((n —
1)8) = cos((n + 1)0) = T, 41 ().

Démontrons que T, est un polyndéme de degré n et de coefficient dominant égal a
27~1 par récurrence double sur I’entier naturel n > 1.

Initialisation : Les formules sont vraies aux rangs n = 1 et n = 1 d’aprés la question
l.a

Hérédité : Supposons donc ces propriétés vraies au rang n et n — 1, c’est a dire que
T, et T,_1 sont respectivement des polynémes de degré n et n — 1, de coefficient
dominant respectif 2"~1 et 2"~2. Alors par la formule 2.a nous avons que T}, +1(z) =
22T, (x) — Tp,—1(x) d’ott T), est un polynome de degré n+1 et de coefficient dominant
2™, Aussi, la propriété est vraie au rang n+1. Nous en déduisons alors par le théoréme
de la récurrence que pour tout n > 1, T, est un polynéome de degré n et de coefficient
dominant 271,

Nous avons T),(1) = cos(nArccos(1)) = cos(0) = 1 et T,,(—1) = cos(nArccos(—1)) =
cos(nm) = (—=1)"™.

Puisque Arccos réalise une bijection de [—1;1] sur [0; 7], nous en déduisons que pour
tout & € [—1;1], il existe un unique 6 € [0; 7] tel que cos(f) = z. Aussi, nous avons
T, (x) = 0 si et seulement si cos(nf) = 0 ce qui est équivalent a nf = 7 [r] soit encore
nf = 5 + km. Nous en déduisons donc I'équivalence T, (z) = 0 <= 0 = W avec
k€{0,1,2,--- ;n—1}. Toutes ces racines appartiennent a I’intervalle [—1; 1] puisque
le cosinus est & valeur dans cet intervalle.
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La fonction Arccos : [—1,1] —
[0; ] est la fonction réciproque de
la fonction cos.

On utilise les formules de dupli-
cation du cosinus : cos(2a) =
2cos?(A) — 1.

[Formule de linéarisation cos(p) +
icos(q) = 2cos (%) cos (%)



b. Le polynome T,, est de degré n et admet n racines sur [—1; 1], donc toutes les racines
de T, sont dans Uintervalle [—1;1].

4. Soient donc Aq, -+, A\, les racines du polyndmes T, classées dans l'ordre croissant (i.e.

Ai < Aiy1)- La fonction T, étant polynomiale, elle est de classe C* sur R : aussi, on
peut appliquer le théoréme de Rolle sur chaque intervalle [A;; A;41[ et nous obtenons
qu’il existe ¢; €]A;; Aip1[ tel que T (¢;) = 0, pour tout ¢ € {0,---,n — 1}. Aussi, nous
obtenons n — 1 racines de T ; comme c’est un polynome de degré n — 1, il s’ensuit que
nous avons obtenu toutes les racines de T}..
Reste donc & calculer celles-ci. Pour tout = €] — 1;1[, nous avons T,(z) = cos(n -
Arccos(x)) d’on en dérivant cette relation nous obtenons que T, (x) = n-sin(n Arccos(z))-
L Aussi, T/ (z) = 0 si et seulement si sin(nArccos(z)) = 0, d’oit en posant § =

V1i—z2"
Arccos(z) nous obtenons que nff =0 mod 7 d’ou § = - avec p € {1,--- ,n—1}. Aussi,
les racines de T} sont les ¢, = cos %’r avec k € {1,2,--- ,n—1}.

5.a. Les extrema de la fonction T, définie sur [—1; 1] sont obtenus soit pour des points

pour lesquelle la fonction dérivée T s’annule, soit aux bornes de I'intervalle.

Nous avons T}, (cy) = cos (n Arccoscos #%) = cos(km) = (—1)¥, ce qui constituent
bien des extremums de la fonction T, (puisque celleci est & valeur dans [—1;1]).
Par ailleurs, nous avons déja montré que T,,(1) = 1 et T,,(—1) = (—1)", ce qui consti-
tue aussi des valeurs extrémales. Au final, nous en déduisons que Vk € {0,1,--- ,n —

1,n}, cos 2T est un extrémum de T),, et la valeur en ce point est T, (cx) = (—1).

b. Nous savons que les polynomes (7)) vérifient la relation de récurrence T,,41(z) =
22T, (x) — T—1(x). Aussi, démontrons la formule T, (ch(z)) = ch(nz) en raisonnant
par récurrence double sur 'entier naturel n > 1.
Initialisation : Nous savons que Ti(x) = x d’ou Ti(ch(z)) = ch(z). De méme,
Ty(ch(z)) = 2ch?(z) — 1 = ch(2x) + ch(0) — 1. Or, ch(0) = 1 d’ou Tx(ch(z)) = ch(2z)
et la formule est vraie au rang n = 2.
Hérédité : Supposons a présent que la formule soit vraie aux rangs n — 1 et n, et
démontrons-1a au rang n + 1. Par la formule de récurrence, nous avons donc que,
pour tout z € R,

Tni1(ch(z)) = 2ch(x)T,(ch(z)) — Th_1(ch(z)) = 2¢ch(x)ch(nz) — ch((n — 1)x)
= ch((n+ 1)z)+ ch((n —1)z) — ch((n — 1)) = ch((n + 1)z).

Nous en déduisons alors que la formule est vraie au rang n+ 1. Aussi, par le théoréme
de la récurrence, nous avons démontré que la formule Vo € R, T,,(ch(x)) = ch(nz)
est vraie pour tout n > 1.

Soit & présent x > 1. Alors, il existe 6 € R* tel que ch(f) = x d’ou nous déduisons

que T, (z) = T,,(ch(0)) = ch(nd) > 1.

Si z < —1, alors il existe § € R* tel que x = —ch(x). Nous avouns alors T,,(z) =

T.(—ch(0)) = (=1)"T,,(ch(9)) = —ch(nf) < —1. Nous en déduisons donc que si

|x| > 1, alors |T,,(x)| > 1.

6.a. Supposons donc quil existe Q € P, tel que M(Q) = Maz|,<1|Q(z)| < 1. Aussi,
ous en déduisons en particulier que |Q(cx)| < 1. Il s’ensuit donc que Q,(cx) =
Po(c) — Q(ck) = (=1)F — Q(cx)- 1 s’ensuit donc que Q,,(cx) est du signe de (—1)*.
Aussi, la fonction « — @, (z) change au moins n — 2 fois de signe sur [—1; 1], et donc
d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaire, pour tout k € {2,--- ,n — 1}, il existe
di €]ck; ck—1] tel que @y, (dx) = 0. Classons ces racines dans l'ordre décroissant do >
ds > dg > -+ > dy_1. Enfin, comme @Q,(—1) = (-1)" — Q(—1) et que |Q(-1)| < 1,
nous pouvons encore appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires pour trouver
une nouvelle racine de @, sur | — 1;d,_1[. Il en va de méme sur ]dz; 1] et donc nous
obtenons n racines distinctes de @Q,,.

b. Or, puisque les polynoémes T, et () ont méme degré et ont méme coefficient dominant,
nous en déduisons que le polynome @, est de degré au plus n—1, et il admet n racines
d’out @, est le polynéme nul. @, = 0 et donc Q = T5,. Or, Max |y <1|Tp(x)| = 1 ce
qui contredit ’hypothése sur Q.

On a Tn(—z) = (=1)"Th(x) par
les formules 1.b

Nous avons donc démontré, en raisonnant par ’absurde, que VP € Py, Maz |z <1 |P(z)| >

1.
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7.a. Soit x € [—1;1], x # Ag. Alors nous avons F,(z) = (f(z) — Ps(z)) Po(z) —es Pr(z) =
—_————
0. o
D’apres la formule du polynome d’interpolation de Lagrange, nous avons que Py () =

f(Ak) et P,(Ax) =0 d’ot nous déduisons que F,(\;) = 0.

b. Nous déduisons de la question précédente que la fonction F), s’annule en n+ 1 points.
Aussi, d’aprés le théoréme de Rolle appliqué a chacun des segments de bornes deux
points d’annulation de F, consécutifs, nous en déduisons que F. s’annule en au moins

(k)

n points. Aussi, par itération, nous en déduisons que Fy"’ s’annule en n+1—k points,

et donc F{" s’annule au moins en une valeur o €] —-1;1[.

Nous avons Fy(t) = (f(t) — Ps(t)) Tn(z) — ey, Po(t). Aussi, en dérivant n fois cette
expression, nous obtenons

FO) = (F() = P(0) Tue) - e PY(D)

Or, Py(t) est un polyn()me de degré n — 1 donc sa dérivée n-iéme est nulle. De plus
7" = 2n=lnl d'on F" ( ) = fO ()T, (x) — e,n!2"~! = 0, d’ott nous déduisons
Pexpression de l’erreur commise en remplacant f(x) par T, (x) : e, = 23,(95 ) ().

c. La fonction f étant de classe C*° sur R, donc sa dérivée n-iéme est bornée sur le
comptact [—1;1]. Aussi, il existe M tel que Vo € [—1;1], | f™ ()| < M. Il s’ensuit

alors que |e;| < s5atrrry-

Seconde partie :

1. Déja, vérifions la convergence de l'intégrale impropre définissant < P|@ >. La fonction
t — P(t)Q(t) est continue sur le compact [—1; 1], donc est bornée : soit M € R, tel que

. P()Q(t) M
vt e [-1;1], |[P(t)Q(t)| < M. On en déduit alors la majoration 0 < ’ A =— |

De l'identité remarquable 1 —t? = (14 #)(1 — ) nous en déduisons que 1 — 2 1 \/2(117_)5)

qui est une intégrale convergente par le critére de Riemann. De méme, on montre que
cet intégrale est convergente en —1 par la méme méthode et donc l'intégrale est bien
définie. La symétrie de (P; Q) —< P|Q > provient de la commutativité du produit de
fonctions réelles. La bilinéarité de ’application (P; Q) —< P|Q > résulte de la linéarité
de l'intégrale. Enfin, puisque 51257?2 > 0 pour ¢ €] —1; 1], nous en déduisons par positivité
de l'intégrale que < P|P >> 0, d’ou Papplication (P;Q) —< P|Q > est bien positive.
Reste alors & montrer qu’elle est définie positive : soit P € R, [X] tel que < P|P >= 0.

2
Comme 'application ¢ — \I/D% est continue et positive sur | — 1; 1[, 'intégrale est nulle

2
si et seulement si V¢ €] —1: 1], 5% = 0. 11 s’ensuit alors que V¢ €] — 1 : 1], ¢ est une
racine du polyndéme P d’out celui-ci est le polyndme nul. On démontre donc bien ainsi

que < | > est un produit scalaire sur R, [X].
2. Soient p et ¢ deux entiers naturels vérifiants 0 < p < ¢ < n. Calculons I’intégrale

< P|Q > au moyen du changement de variable § = Arccos(t) soit df = N t2 ———dt.
4(t)

<T,|T,> = ———dt = / cos(ph) cos(qb)db
0

=
1/ (cos(p + q)0 + cos(p — q)0) db
0

2
1 {sin(p +q)f N sin(p — (])09)7r
2 P+yq P—4q

=0.

0

Il s’ensuit que la famille (T} )o<k<n est une famille orthogonale de polynomes de R, [X].
Cest donc une famille libre de R,[X] et comme elle est maximale, il s’ensuit que
(Tk)o<k<n est une base orthogonale de R,,[X].
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3. Soit P € R,,_1[X]. Comme la famille (T%)o<r<n—1 est une base orthogonale de R, [X],
il existe Ag, - -+, Ap_1 des réels tels que P = Ez;é A T}. Aussi, par bilinéarité du produit
scalaire, nous avons < P|T,, >=< ZZ;; ATy | Ty, >= ZZ;S A < Tg|T, >= 0. Aussi,
T, est orthogonal & tout polynéme de R,,_1[X], donc T,, LR,,_1[X].

4. a.

b.

Si P €U, alors P(X) = X"+ Q(X) ou Q € R,_1[X], ce qui équivaut & P — X" €
R, —1[X].

Résulte de l'orthogonalité de T;, avec R,,_1[X].
Nous constatons que deg(Q) <n — 1 d’ou il s’ensuit que < @ — S|T,, >=0.

Par Pythagore, nous avons [|2" ' X" — S|I> = |Q + T, — S|* = [|Q — S||* + || T ||*.
Aussi, cette égalité est minimale lorsque S parcours R,,_;[X] prends la valeur S = Q.
AUssi, le minimum de |[|2"71X™ — S||2 est atteint pour S(X) = 2"t X" — T, (X).
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