Jf. Culus UE 121 Analyse

Algorithme de Babylone I

L’objectif de ce probleme est de présenter deux suites de nombres rationnels convergent vers v/2 puis de
comparer leur vitesse de convergence. Les parties I et II sont indépendantes alors que la partie III exploite les

deux premieres.

Partie 1: Premiére suite

Po=1 unenN {pn+1=pn+2qn

On considere les suites réelles et définies par
(Pn) et (gx) P { g =1 Gn+1 = Pn + Gn

1. (a) Montrer que, pour tout entier naturel n € N, les nombres p, et g, sont des entiers strictement
positifs.

(b) Justifier que Vn € N, p,, > ¢y.

2. On définit alors une suite de réels (u,) en posant, Vn € N, u,, = Z—:.

Exprimer u,41 en fonction de u,.

Justifier que ’Un+1 — \/5’ < \/52_1 ‘un — \/5‘

En déduire la limite de la suite (uy,).

En déduire I’expression du terme général de la suite (py,).

)
)
()
3. (a) Déterminer a,b € R tels que Vn € N, p 12 = app+1 + bpn.
(b)
) De méme, exprimer le terme général de la suite (gy,).
)

Retrouver ainsi la limite de la suite (up).

Partie II: Une seconde suite

On considere la suite réelle (vy,) définie par vgp =1 et Vn € N, v, = % (vn + %)

1. Montrer que pour tout n € N, v, est bien définie et est un nombre rationnel de l'intervalle [1;2].

(Un—\/i)Q .

2up,

2. Observer que pour tout n € N, v,41 — V2 =

3. En déduire la convergence de la suite (v,) ainsi que sa limite.

Partie IIl: Comparaison des vitesses de convergence

On pose t, = Z"%g

1. Exprimer t,41 en fonction de t,, u, et v,.

2. En déduire la limite de la suite (¢,).
Que pouvez-vous alors déduire quant & la rapidité de convergence des suites (uy,) et (v,) vers v/27?



