Jf. Culus EC 122. Algebre linéaire

Examen: EC 132 Structures algébriques
Lundi 15 décembre, 10h30-12h30

Exercice 1: Matrices stochastiques
Une matrice A = (a;;) € M,(R) est dite stochastique lorsqu’elle vérifie les deux conditions
sulvantes :

(i) Viel[l,n];Vye[l,n], a; €10,1];
(i) Vie[l,n], > 7 ;a; =1 (lasomme des éléments de chaque ligne vaut 1).

Elle est dite stochastique stricte si, de plus, les coefficients a;; sont tous strictement positifs. On
notera S,, 'ensemble des matrices stochastiques de M, (R), et S celui des matrices stochastiques
strictes.

1. Montrer que les ensembles S,, et S sont stables par produit.
2. Si A €S, montrer que 1 est valeur propre de A.
3. Si A e S, montrer que Ker(A — I,,) est de dimension un.

4. Montrer que les valeurs propres d’une matrice stochastique sont toutes de module inférieur ou
égal a 1, et que les valeurs propres autres que 1 d’une matrice stochastique stricte sont de module
strictement inférieur a 1.

5. Soit A € S, soit A une valeur propre de A. Montrer qu’il existe i € [1,n] tel que [A—ay;| < 1—ay; .
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Solution exercice 1: Matrices stochastiques
1. Soient A = (a;;) et B = (b;;) stochastiques. On a AB = (c;), ol ¢j, = Z?Zl aijbik.
e Il est clair que ¢y, > 0 pour tout couple d’indices (i, k), I'inégalité étant stricte si A et B sont dans
Sk
® On a bj, < 1 pour tout (j, k), donc i, = 7 aijbjr, < 377 a;; = 1 pour tout couple (4, k).

o Enfin, 370 cin = 324, <Z?:1 az‘jbjk> = (g Dy bye) = 225 ay =1
On peut aussi remarquer qu’une matrice A vérifie la propriété (ii) si et seulement si AJ = J, ot J est
la matrice dont tous les coefficients valent 1. 1l est alors immédiat que cette propriété (ii) est “stable
par produit”.

2. Si AeS,, alors AX = X, ou X est le vecteur dont toutes les coordonnées valent 1, donc 1 est
valeur propre de A.

3. Soit B = A — I, soit C' la matrice carrée d’ordre n — 1 extraite de B en otant la derniere ligne
et la derniere colonne :

apjp — 1 @12 e a1,n—1
C = 21 agp —1 ... a2n—1
Ap—1,1 Qp-12 .. OGp_1npn-1 — 1

Montrons que C' est inversible. Cela repose sur le fait que C' = (¢;;) est & diagonale strictement
dominante, c’est-a-dire que, pour tout i € [1,n — 1]ent, on a [c;;| > > ., _;|cij| + en effet,

n—1
|Cii| E |Cij| = |6Lu—]_| — E A;5 = 1-— E aij:am>0.
1<j<n—1 1<j<n—1 j=1
J#i i#]
. . i . n—1 _
Soit donc X = (xq, - ,x,_1) € KerC, supposé non nul ; on a, pour tout i € [1,n — 1], Zj:l cijr; = 0.
Soit ig € [1,n — 1] tel que |x;y| = maxi<;<,—1 |2, on a alors, pour i = o, CigigTip = — D4, CiojTj, Mals

¢’est impossible car

E Cioj Ly

J#i0

< Z |ciojllz;| < @i (Z \Cz‘oj|> < zio Icioiol -
J#io J#io
La matrice C est donc inversible,c’est-a-dire de rang n — 1, donc B = A — I, est de rang au moins égal a
n — 1, donc exactement n — 1 puisqu’on sait que 1 est valeur propre de A, et donc dim Ker(A—1,,) = 1.
On a ainsi prouvé le théoréeme d’Hadamard: toute matrice a diagonale strictement dominante
est inversible.
4. Soit A € S, soit A € C tel que |A| > 1 ; alors la matrice B = A — A\, = (b;;) est a diagonale
strictement dominante : en effet,

bii| = las — Al = [laa| — || = [\ —ai > 1—ay = g a;j = E |bij] -
JF JF
La matrice B est donc inversible, et A & Sp(A).

De méme, si A € S} et si [\| =1 avec A # 1, alors la matrice B = A — A, est encore a diagonale
strictement dominante, puisque

birl = lais — Al > [laa| = N|| =1—as =Y ay = _ |byl

J#i J#i
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(I'inégalité est stricte puisque I'égalité |[u| — |[v|| = |u — v a lieu si et seulement si les complexes u et
v sont “colinéaires de meme sens”, c’est-a-dire 'un des deux nuls ou I € R et ce n’est pas le cas ici :
A€ R,). Donc B = A — A, est inversible, et A n’est pas valeur propre de A.

5. Par contraposition, c’est toujours le méme raisonnement : si on avait Vi € [1,n] [A—ay;| > 1—ay,
la matrice B = A — I, serait a diagonale strictement dominante, donc inversible, et \ ne serait pas
valeur propre de A.

On a ainsi obtenu une localisation des valeurs propres : si A est une matrice stochastique,

Sp(A) C U D(ai;, 1 — ay) (D = disque fermé) .

i=1

En fait, cette derniére question se généralise facilement a une matrice A = (a;j) € M,,(C) quelconque ;
avec les mémes méthodes, on montre, que si on pose r; = Zj# la;;| pour tout i € [1,n], on a



