Jf. Culus UE 121 Analyse

Calcul de la longueur d’une ligne brisée

Exercices sur les suites numériques
Indice, lere S, Term S

Soit OApA; un triangle rectangle isocele en A;. Extérieurement au triangle
OApAj1, on construit sur le c6té [OA;] un triangle O A Ag rectangle et isocele en As.

1. On pose OAg = 1. Démontrer que 041 = AgA; = ?
On réitere le procédé et on trace une suite de triangles rectangles isoceles.
Si 0A,_1A, est un triangle rectangle isocele en A, on trace extérieurement a
celui-ci le triangle OA, A, 11 rectangle isocele en A, 1.
A
6 o
2. Déterminer une relation entre OA, 11 et OA,. As
3. On pose, pour tout entier naturel n, u, = OA,,. A
Déterminer la nature de la suite (u,,) et exprimer son terme général en fonction . A
2
de n. As
4. On note L, la longueur de la ligne brisée : OAgA1Ay... Ay, 1A,, cest-a-dire
L, =0Ay+ AgA1 + A1As + ...+ A,_1A,. Déterminer I'expression de L,, en
fonction de n.
5. Conjecturer la limite de la suite (Ly,).
Solution
1. Le triangle OAgA; étant rectangle en A;, nous avons d’apres le théoreme de Pythagore que AgA3+0A3 = OA3.
Comme ce triangle est isocele en Ay, on en déduit aussi que AgA; = OAg d’ont 2042 = OAZ = 1. 1l s’ensuit
alors que OA? = % d’ou OA; = i%. Comme OA; est une longueur (donc toujours positive), on a alors
_ 1 _ V2
2. Le triangle OA, A, 1 étant rectangle en A, 1, d’apres le théoreme de Pythagore, nous en déduisons que
OA%H + AnAiH = OA2. Comme ce triangle est aussi isocele en A, 1, il s’ensuit que OA,, = A, A, 11 et donc
nous ontenons la relation 2042 | = OA2, soit OA, 41 = @OAn.
3. Posons donc u,, = OA,. D’apres la question précédente, nous avons u, 41 = gun Aussi, (uy,) est une suite
géométrique de premier terme uy = 1 et de raison % On a alors la formule, pour tout entier naturel n,
n
= ()"
4. Nous avons L, = OAg + AgA1 + A1As+ ...+ A,_1A,. Or, pour tout k£ € N, nous avons OA; = Ap_1 A d’ou
L,=0A0+0A; +0OAs+ ...+ 0OA, =up+ ui + ...+ u,. On reconnait alors la somme des premiers termes
, o . 12/
d’une suite géométrique, d’'ou L,, = iz
5. Comme 0 < g < 1, d’apres le théoreme des suites géométriques, nous savons que la suite de terme général

Un exercice avec prise d’initiative

n

(g) converge vers 0. On déduit alors du théoreme d’opérations algébriques sur les suites convergentes que
; 12 24v2 _ 22+v2) _

la suite (Ly) converge vers {— /= = 525 x SV2 = S92 =2 4 V2.
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On divise un triangle équilatéral en quatre triangles
équilatéraux obtenus en tragant les segments joignant les mi-
lieux des cotés et on noircit le triangle central. Chaque trian-
gle non noirci est alors divié en quatre triangles équilatéraux
selon le méme procédé et on noircit le triangle central comme
précédemment.

Déterminer le nombre total de triangles noircis apres n étapes.

Triangle initial Etape 1 Etape 2 Etape 3

Solution
Désignons par Nj le nombre de triangles noircis a 1’étape k et By le nombre de triangles blancs a I'étape k. Nous
avons donc By =1 et Ng = 0.

A chaque étape, chaque triangle blanc donne naissance a 4 triangles: trois blancs et un noirci. Aussi, nous en déduisons
les relations de récurrences suivantes:

B7L+1 - SBny N7L+1 = Nn + Bn

Nous déduisons aisément que (By,) est une suite géométrique de premier terme By = 1 et de raison 3, donc B,, = 3™.
Concernant (N,,), nous savons que Yk, Ny11 = N, +3F. Ecrivons ces relations pour k variant de 1 & n: nous obtenons:
Nn+1 =N, +3"

N, =N,_; + 371

Np_o =Ny o+ 3n72

Ny =Ny+3°
En sommant ces relations, nous obtenons (par télescopage)
-3 3"—1

Npp1=No+3°+3' +3%+...+3"=Nog + 3 3

Expression du nombre d’or par les radicaux
On sait calculer les nombres v/1 4+ v/1 et \/1+ v/ 1+ /1 écrits respectivement avec deux et trois racines

carrées. On va s’intéresser ici au nombre \/ 1+ +/1++/1+... écrit avec une infinité de racines carrées.
Pour cela, on étudie la suite (u,) définie par ug = 2 et u,4+1 = v/1 + u, pour tout entier naturel n.

1. Déterminer, par la calcul le nombre obtenu lorsqu’il n’y a que deux racines, puis trois racines.

2. Expliquer pourquoi I’équation = /1 + x admet une solution positive. On note ® cette solution,
appelée nombre d’or.

3. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, ® < up41 < up < 2.
En déduire que la suite (u,) est convergente.

4. Montrer que pour tout entier naturel n, 0 < upy1 — P < %(un — ®). (On pourra utiliser 1’égalité
& = /1 + D) puis la méthode de ’expression conjuguée)

5. En déduire par récurrence que, pour tout entier naturel n, 0 < u, — ® < (%)n

6. Quelle est la limite de la suite (uy,) ? On montre ainsi que ® = \/1 + \/1 + \/1 +VI+VI+...

7. A partir de quel rang n est-ce que (u,) réalise une approximation de ¢ & 1075 pres ?

Solution

1. Nous avons V1 + V1 = /2 et \/1+\/1+\/I:\/1+\@.
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Approximation de \/a avec a > 0 par la méthode de Héron

L’équation z = +/1+x est équivalente | On peut aussi argumenter graphiquement en remarquant que les
a Déquation 2> = 1 + x avec z > 0. courbes représentatives des fonctions z — =z et z — 1+x
Calculons le discriminant de l'’équation | s’intersectent une fois, d’ott un z tel que # = +/1+x ou encore
22 —2—1=0: nous avons A =1+4 = en utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires sur la fonction
5 d’ou les solutions de 1’équation sont f:xw— 22 —x —1. Nous avons f(0) = —let f(2) =4—-2—-1=1.
%\/5. Comme @ est la solution positive Comme la fonction f est continue, on en déduit par le théoréeme des
de cette équation, nous en déduisons que valeurs intermédiaires que f s’annule au moins une fois sur l'intervalle
o= 1+T\/5 10; 2], d’oti 'équation x = /1 + x admet une solution sur cet intervalle..

Désignons donc par @ la solution positive de I’équation x = v/x + 1. Nous avons donc ® = /1 + ®. Raisonnons
par récurrence sur I’entier naturel n pour démontrer la formule ® < uy 41 < u, < 2.

e Initialisation: Au rang n = 0, nous avons ug = 2 et u; = v/3 € [1;2]. Aussi, nous avons u; < ug < 2: reste &
montrer la minoration ® < ug. Nous avons & = 1+T\/5 et up = V3

Partons que V5 < 3. En multipliant par 2, on obtient que 25 < 6 d’ott 1 + 2v/5 + 5 < 12. On reconnait alors
une identité remarquable dans le membre de gauche, d’ott (1 4+ v/5)% < 12. En prenant la racine carré de cette
inégalité, par croissance de la fonction x + y/z nous déduisons que 1+ /5 < 2v/3 d'ott & = 1+T\/5 <V3=u.
Nous en déduisons donc que la suite (u,) est décroissante et minorée, donc elle est convergente. De plus, si ¢
désigne sa limite, alors nous avons ® < ¢ par prolongement des inégalités.

Soit m > 1. Nous avons alors: 41 —® =1 +u, — 1+ = %.

VIFUup +VI+F<L<2VI+ 0 >20 > 1+ V5 > 3. 1l s’ensuit donc, par décroissance de la fonction inverse sur
R* que
+

Or, nous avons les minorations:

Uy — D
3

Un+1 -9 <

o1 . ”, n
En utilisant un raisonnement par récurrence, on montre que 0 < u,, — ® < (%) .

1
s 3
général (%) converge vers 0. Aussi, d’apres le théoreme des gendarmes (aussi appelé théoreme des suites
convergentes ayant méme limite), nous en déduisons que la suite (u, — ®) converge vers 0. Il s’ensuit alors que

la suite (u,) converge vers ®.

On a donc, par passage a la limite: <I>:\/1+\/1+\/1+\/1+\/1+....

D’apres la question 5., u,, réalise une approximation de ¢ a 3% Auss, u,, est une approximation de ¢ & 1076

prés dés que n vérifie 3% < 107°, soit 10% < 3™. Cela implique que n > 61n(10)/In(3).

Comme 0 < = < 1, nous déduisons du critere de convergence des suites géométriques que la suite de terme

Soit (uy,) la suite définie, pour tout entier naturel n, par u,+; = % (un + ui> et ug > +/a.

1. Etudier les variations sur ]0; +oc[ de la fonction f définie par f(z) =1 (z + 2).

2. Etudier le signe de f(x) — z pour x > 0.

3. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a v/a < up4+1 < Up.

En déduire la convergence de la suite (uy,) et calculer sa limite.

4. En faisant des choix pour ug, déterminer une valeur approchée de v/3 et v/5 & 10719 pres.

Solution:

1. La fonction f définie sur ]0;4o0[ par f(z) = 5 (z + £) est dérivable sur cet intervalle comme somme
de deux fonctions dérivables. Nous avons f/(z) = % (1 — z%) On en déduit alors que la fonction f
est négative sur ]0; \/a[ et positive sur |\/a; +oo[, d’ou la fonction f est strictement décroissante sur
10; v/a[ et strictement croissante sur ]\/a; +o00].

2. Comme z > 0, nous déduisons que f(z) —x < 0 pour z > \/a et f(z) —x > 0 pour z < /a.
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3. Raisonnons donc par récurrence sur I’entier naturel n.
e Initialisation: Au rang n = 0, nous avons ug > +/a. Aussi, d’aprés la question précédente, nous
avons que f(ug) —ug < 0 soit f(ug) = u; < up. Enfin, comme f est croissante sur |v/a;+oc[, on en
déduit de v/a < up que f(v/a) = va < f(ug) = ui.
e Hérédité: Supposons Iencadrement vrai au rang n € N. Alors /a < up41 < uy,. Par stricte
croissance de la fonction f sur |\/a;+oo[, nous en déduisons que f(v/a) < f(uny1) < f(uy,) soit
Va < Upio < upy1. On établit alors bien 'hypothese de récurrence au rang n + 1.
e Conclusion: On démontre ainsi par récurrence que, pour tot entier naturel n, /a < upt1 < Up.

Aussi, la suite (u,,) est-elle décroissante et minorée par /a: elle est donc convergente par le théoreme
des suites monotones. Désignons par ¢ sa limite. Nous avons donc, pour tout n € N, up+1 = f(uy)
d’ou par continuité de f sur R’ , donc en particulier en £, nous obtenons par passage a la limite que
f(¢) = £. Aussi, £ est-il un point fixe de f sur [y/a;+oo[. Or, par stricte croissance de f sur /a,
l'unique réel vérifiant cette équation est y/a d’ou £ = \/a. 1l s’ensuit donc que la suite (u,) converge

vers \/a.

Probléme 1: Méthode des isopérimétres.

Ce probléeme propose l'étude d’une méthode d’approximation de w au moyen de la construction de
polygones réguliers de périmetre constant (méthode des iso-périmetres). La partie A propose la mise en oeu-
vre de la construction des premiers polygones: elle ne nécessite pas de justification. La partie B s’intéresse
au passage du polygone a 2" cotés au polygone a 271 cotés: il s’agit ici de justifier la méthode. La partie
C s’intéresse 4 la mise en oeuvre algorithmique de cette méthode d’approrimation de w au moyen d’une
observation géométrique. La partie D est consacrée a la démonstration de la convergence des suites exhibées
vers .

Partie A: Tracé des polygones et des cercles

1. Contruire un carré AgByCyoDy de centre O et de périmere 2 et son cercle circonscrit. On appelle Py
ce carré.
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2. (a) Placer le milieur My du segment [AgBp] puis tracer la demi-droite [OMy). Elle coupe le cercle
circonscrit au carré au point Ij.

(b) Construire les milieux des segments [Aglo] et [IpBp] qu’on nomme respectivement A; et Bj.

(¢) Construire le polygone régulier a huit cotés (octogone) P; a partir des points A; et Bj.
3. Réitérer la construction pour obtenir le polygone P» a 16 cotés.
4. Vérifier que les polygones obtenus ont bien le méme périmetre.
5. Construire les cercles inscrits dans les polygones Py, P; et Ps.

6. On peut ainsi construire une suite de polygones P, de 2"+2 cotés (avec n entier naturel) et de périmetre
égal & 2. On note h, et 1, les rayons du cercle inscrit et du cercle circonscrit du polygone P,.
Quelles conjectures peut-on faire sur les suites (hy,) et (r,) 7

Partie B: Détermination de relations de récurrence

1. Montrer que hg = i et ro = ?.

2. Soit le polygone P,, de centre O et soit [AB] I'un de ses cotés. On appelle I le milieu de l'arc
On a OJ = hy, O =ry,. On note C le milieu de [AI], D le milieu de [IB] et K le milieu de [CD].

(a) Montrer que CD = ATB. Le segment [C'D] est un coté du polygone Pp41.
(b) Montrer que K est le milieu de [I.J].
(¢) En déduire que 7,41 = OC et hp41 = OK.

3. Montrer que 20K = OI + OJ En déduire une relation entre hy11, by €t 7.

—
4. Montrer que 0?2 = 0K - 5—[} . En déduire une relation entre 7,11, hy, et 7,.

Partie C: Encadrement de 7

1. En utilisant ’encadrement du périmetre du polygone P, par les périmetres des cercles inscrit et
circonscrit, montrer que % <m < hi

2. Compléter 'algorithme suivant:

Saisir p

n prend la valeur 0
h prend la valeur ...
r prend la valeur ...

Tant que%—%>p
n prend la valeur ...
h prend la valeur ...
r prend la valeur ...
Fin Tant que

Afficher %, % et n.

Partie D: Etude de deux suites définies par récurrence
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Voir aussi Capes 91

Soient 0 < a < b et (up)nen et (vn)nen les suites définies par ug = a, vo = b et Vn € N, upq1 = % et

Un+1 = 4/Un+1VUn.
1. Démontrer que, pour tout n € N,
0 <up < Unt1 < Unt1 < Un

2. Montrer que, pour tout n > 0, 0 < vpy1 — Upp1 < 252 et en déduire la convergence de la suite
(vn — up). On précisera sa limite.

3. En déduire que les suites (u,) et (v,) sont convergentes et ont méme limite, notée £.

4. Justifier I'existence et 1'unicité de 6 € ]0; Z [ tel que a = bcos(6).

5. Exprimer ug et vy en fonction de a,b et 6 et vérifier que u; = b cos? (g) et v1 = bcos (g)

6. Démontrer que, pour tout n > 1, nous avons

0 0 0 0 0 0 0 0
Uy =bcos| = |cos| = |...cos| —— |cos| — |; w, =bcos cos | = | ...cos cos [ —
2 922 on—1 on 2 922 on—1 an
p n #\ __ _ sin(f)
7. Démontrer que [[;_, cos (2k) = (L)’
L1 __ bsin(9)
8. En déduire que v, = Trsin( L)’
9. En étudiant le taux d’accroissement de la fonction sinus en 0, démontrer que lim,_,q Smxﬁ =1
10. En déduire que £ = bs%?(e).
11. Application: Probléme sur les méthodes isopérimétriques, TS

On revient au probléeme sur les méthodes isopérimétriques.
Est-ce que la conjecture obtenue alors au moyen de considérations géométriques % <7< ﬁ est
vérifiée 7

Solution

1. 11 faut donc montrer que A1 B = %AOBO (puisque le nombre de cotés du polygone double & chaque fois).
Considérons le triangle AgByly. Nous savons que A; est le milieu de [Agly] et que B; est le milieu de [Bgly].
Aussi, d’apres le théoréme de la droite des milieux, nous savons que (A1B1)//(AoBo) et A1By = %AOBO.
Aussi, ces deux polygones ont bien méme périmetre. Par itération des constructions, on en déduit que tous les
polygones construits ont méme périmetre.

2.

3. On peut conjecturer que la suite (h,,) est une suite croissante et que (r,,) est, elle décroissante. De I'inégalition
h, < r, ont déduit que ses deux suites sont convergentes et on peut conjecturer que leur limite est commune.

Partie B: Détermination de relations de récurrence

1. Le premier polygone étant un carré de périmetre 2, il s’ensuit que ses c6tés sont de longueur 1/4, et que
OAp = % (par Pythagore).

2. (a) En utilisant le théoreéme de la droite des milieux dans le triangle TAB, comme C' est le milieu de [T A] et

D celui de [IB], on en déduit que CD = 1 AB.

)
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(b)

()

Nous allons montrer que le quadrilatere IDJC' est un losange. Pour ce faire, considérons le triangle Al B.
Nous savons que C' est le milieu de [T A] et J celui de [AB], donc nous déduisons du théoréme de la droite
des milieux que (CJ)//(IB) et que CJ = 1IB = ID.

De méme, toujours dans ce triangle IAB, nous avons D milieu de [AB] et J milieu de [AB], d’ou nous
déduisons que (DJ)//(IA) et DJ = 1IA = IC. Aussi, nous savons que le quadrilatere IDJC a ses quatre
cOtés deux a deux paralléles donc c’est un parallélogramme. Comme de plus le triangle TAB est isocele
en I, nous en déduisons que IA = IB et donc, grace aux égalités de longueurs précédentes, on en déduit
que les cotés du parallélogramme I DJC sont égaux, d’ou c’est un losange. Aussi, ses diagonales sont-elles
perpendiculaires et se coupent en leur milieu. Aussi, le milieu de [IJ] et de [CD] est-il le point K. On a
donc bien K milieu de [I.J].

D’apres la construction précédente, nous savons que C' est un sommet du polygone P, et donc rp1 =
OC. Comme [CD] est un c6té de P41, il s’ensuit que le cercle inscrit & P, 41 passe par K le milieu de
[CD]. On a ainsi r,41 = OK.

3. Les points O,1,J et K étant alignés, puisque K est le milieu de IJ nous avons IJ = IK + KJ. Aussi,
OlI4+0J=20J+JK+ KI=20J +2JK =20K.

Nous avons donc h,11 = % (rn + hn).

4. Remarquons que les droites (OC) et (AI) sont perpendiculaires (puisque [OC| est un rayon du cercle inscrit au
polygone dont un coté est [AI]). Il s’ensuit alors par définition du carré scalaire que:

062 ~0¢ . 0¢ 00 (01 +1¢) = 0¢ - 01 + .. 1C

On a donc 0?2 = O? : 07 Comme K est le projeté orthogonal de C sur (OI), il s’ensuit que 0?2 = O—I>( . (7
On peut aussi utiliser la relation de Chalses, avec 072 = 0?07 = (O_f( + ﬁ) OA} = O—I>(07>+R07 Or,

comme [CD] est une corde du cercle de centre O passant par C, on en déduit que O appartient & sa médiatrice;
aussi, (OK) est perpendiculaire & (CD) et donc les vecteurs I?g et 5? sont orthogonaut.

En calculant chacun de ces produits scalaires séparément, nous obtenons I’égalité r2 11 ="Tn X hy.

Partie C: Encadrement de 7

1. En comparant donc les périmetres des cercles inscrits, circonscrit et du polygone lui-méme, nous obtenons
I’encadrement:

2mh, <2 < 2nr,

Nous obtenons alors - < 7 < .
Tn hn

2. Compléter I'algorithme suivant:

Saisir p

n prend la valeur 0

h prend la valeur 1/4
r prend la valeur v/2/4

Tant que%—%>p
n prend la valeur n + 1
h prend la valeur 1/2(h + )
r prend la valeur 7(2h — 7).
Fin Tant que

Afficher 1, % et n.
T

Partie D: Etude de deux suites définies par récurrence
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1. Raisonnons par récurrence sur l’entier naturel n pour démontrer la propriété P(n): 0 < w, < tpt1 < Upt1 < Up.
e Initialisation: Au rang n = 0, nous avons déja 0 < ug = a < vg = b. De u; = “7“’ > 442 — g4 nous déduisons
que b > uj > up. De méme, de v1 = \/u; X vy nous déduisons que vy < vg = b.

Reste alors a comparer u; et v;.

— — U] = /U Vo — /U —Lv—u— \/171 e
V1 — Uy = \/urvg 1= Vur (Vvo \/71)_\/%4_\/@(0 1)_\/1704-\/171( 2 )>0

Il s’ensuit alors que v > w; et nous avons donc 0 < up < u; < v; < vg < b. Aussi, la propriété P(0) est-elle
vraie.

Hérédité Supposons la propriété P(n) vraie pour n > 0 et démontrons que P(n + 1) est vraie.

Nous avons déja u, 1o = “”“f“’”“ > Upy1 > 0 et vy = \/Wlfwvn+l < \/v%_H = Upy1.

Il reste donc a comparer vy, 42 et Up4a.

— _ VUn+2
Un42 — Un+2 - \/un+2 (\/anrl - un+2) - 1’n+1+\/m (UnJrl - un+2>
_ VUnt2 Un4+1+Unt1
- . — Un+1 I
Un+1+/Un+2

_ [ Vng1—Unt1
= (gt >0

Nous en déduisons donc que v, 42 > Upyo, 00 0 < Upi1 < Uppo < Upyo < Upy1. Aussi, la propriété P(n + 1)
est-elle vraie.

e Conclusion: On en déduit finalement que Vn > 0, 0 < 4y, < Up41 < Upy1 < Up.

b} N .z L2 . s s _ _ VUn41 Up —Up Up —Unp
2. Nous avons d’apres les inégalités de la question précédente, 0 < vy, 41 — Upy1 = NCTE T ( 5 ) < g
1
n

Nous en déduisons alors, par itération, que 0 < v, — u, < 2—(1)0 — up). En déduit alors du théoréme des
gendarmes que (v, — u,) converge vers 0.

3. Des questions précédentes, nous déduisons que la suite (u,) est croissante et que la suite (v,) est décroissante
et que la suite (v, — u,) est de limite nulle. Aussi, les suites (u,) et (v,) sont-elles adjacentes: elles sont donc
convergentes et ont méme limite. Soit alors ¢ leur limite commune.

4. La fonction x — cos(x) étant strictement décroissante sur ]0; 5 [, elle réalise une bijection de ]0; g[ sur |0; 1].
Aussi, puisque 0 < a < b, nous avons 0 < ¢ < 1, d’ott il existe un unique ¢ € ]O; 5 [ tel que § = cos®.
5. Nous avons alors vg = b et ug = a = bcos(0).

A 1
De méme, uy = “ofve — bUH030) — o652 (9 o vy =\ /urvg = beos ().

6. Raisonnons par récurrence sur n > 1 pour démontrer ces formules.
Initialisation: La question précédente montre que la formule est vraie au rang n = 1.
Hérédité Supposons donc ces formules vraies au rang n et démontrons-les au rang n + 1.

Uy + Un 0 0\ 1+ cos (%)
Upy1 = ——— =bcos| = )...cos| — | —=~
2 2 AL 2

Or, comme cos(2a) = cos?(a) — sin®(a) = 2cos?(a) — 1 nous obtenons que cos? (£) = % En utilisant
cette formule, nous obtenons que u,41 = bcos (g) ...CO0S (2%) cos? (%) ce qui correspond bien a la formule
recherchée.
Par ailleurs, v, +1 = \/Un+10, = bcos (g) ...COS (2%) cos (27[%) Nous en déduisons alors que les deux formules
sont vraies au rang n + 1.

Conclusion: 11 s’ensuit que, pour tout entier naturel n > 1, nous avons les expressions

A S A A S 2 WA VR ¢ N A N A A S )
u, = bcos 5 cos 52 ...CO8 n 1 cos on )3 v, = bcos 5 cos 92 ...CO8 gn1 cos o

7. De la formule sin(2a) = 2 cos(a) sin(a), par itération, nous déduisons la formule [j_, cos (&) = %
Formellement, il faut faire une récurrence ...
8. En remplagant dans la formule donnant 1’expression de v,,, nous obtenons v,, = %.
1mn b
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9. Comme sin(0) = 0, dans % nous reconnaissons le taux d’accroissement de la fonction sin en 0. Comme

sin’ = cos, nous avons lim,_, % = cos(0) = 1.

10. Quand n — +o0, % — 0. Aussi, de la question précédente, nous déduisons que 512/92/3” — 1. Il s’ensuit alors
que v, — %@ quand n — +oo. Nous avons donc bien ¢ = %«0).
11. Application: Probléme sur les méthodes isopérimétriques, TS Nous avions a = hg = 1/4d et b =1y =
V2/4 dott & = L = VY2 ot1 § = T. Tl s’ensuit alors que la limite commune des suites (h,) et (r,) est
b V2 2 4

bsi 4 . . ; 1s 2 . . 7 7
bein(n/4) % Aussi, la conjecture réalisée dans ’exercice de TS. est bien démontrée.

w/4
Petit probleme 2: Des suites classiques I

On considere les suites (ap)n>1 €t (bn)n>1 définies par
1\" 1 n+1
Vn > 1; an=<1+> ; bn:<1+>
n n

Partie 1: Préliminaires

1. Montrer que pour tout réel z, on a e®* > = + 1.
2. En déduire que pour tout réel t < 1, on a e’ < %_t

3. Montrer que pour tout entier naturel n > 1, nous avons a, < e < b,.

Partie 2 : Suites adjacentes

Soient f et g les fonctions définies sur [1; +o00[ par

f@)=(z+1)n <$+1> et g(x):xln(erl)

T T

1. Etudier le sens de variation des fonctions f et g (on apportera grand soin & la rédaction des calculs

nécessaires).

2. En déduire le sens de variation des suites (ap)nen+ €t (bp)nen=-
=
<.

3. Montrer que, pour tout entier naturel n > 1, b, — a, <

4. Conclure au comportement des suites (an)n>1 €t (bn)n>1 et précisez leur(s) éventuelle(s) limite(s).

Partie 3: Applications

1. On considere la suite (uy,),>1 définie par u, = (1 — %)n
Montrer que un11 = i et en déduire la nature de la suite (uy,)nen+. On précisera son éventuelle limite.

n\ "
2. Etudier le comportement de la suite (vy,),>1 définie par v, = <1 — %) et précisez son éventuelle

limite.

Solution
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Partie 1: Préliminaires

1. La fonction exponentielle étant convexe sur R, nous en déduisons que sa courbe représentative est au dessus de
ses tangentes. L’équation de la tangente en 0 est y = x + 1 d’ott nous déduisons que Vz € R, e* > = + 1.

Méthodes: On peut ici soit introduire la fonction f(z) = e* —z — 1 et en étudier le sens de variation (ne
pas oublier de justifier par le théoréme d’opérations algébriques sur les fonctions dérivables qu’elle I'est),
soit faire appel aux propriétés des fonctions convexes.

Rappels sur les fonctions convexes Rappelons que f : I — R est convexe sur Uintervalle I si V(z,y) €
2, VA € [0;1], fOx + (1 = N)y) < Af(z) + (1 — N)f(y). Géométriquement, lorsque A parcours [0;1], le
point de coordonnées (Az + (1 — N)y; f(Az + (1 — N)y) parcours la portion de la courbe représentative de
f entre x et y, alors que le point de coordonnées (Ax + (1 — Ny; Af(x) + (1 — A) f(y)) décrit le segment
[AB] ou A(z; f(x)) et B(y; f(y)). Ainsi, I'inégalité proposée indique donc que la courbe est sous la corde.
Rappelons que si f est convexe sur 'ouvert I, alors f est continue en tout point x € I, f admet une
dérivée a gauche et a droite en tout point z € I, et les fonctions fg,; et f} sont croissantes. De cette derniere
propriété, on déduit que ’ensemble des points pour lesquels f n’est pas dérivable est au plus dénombrable.
Un critere de convexité lorsque f est dérivable: Si la fonction f est dérivable sur I, alors f est convexe si
et seulement si f’ est croissante sur I. Aussi, si f est deux fois dérivable et f” > 0, alors f est convexe.

2. Soit t < 1. D’apres 'inégalité précédente appliquée en x = —t, nous obtenons que e~% > 1 — ¢, soit ;1t >1-—t.
Comme t < 1, alors 1 —¢ > 0. Comme la fonction inverse x — % est décroissante sur R*. nous en déduisons que
et > 1 —t d’ol I'inégalité souhaitée.

1

3. De T'inégalité 1 prise pour x = - avec n € N* nous déduisons que el/n >

+ 1, d’ou par croissance de la

n
fonction puissance x +— =" sur Ry nous déduisons que e > (1 + ) : nous avons donc pour tout entier naturel
neN* a, <e.

nous en déduisons que e/ ("1 =1 + L. Par croissance de la

_1
n+1 1,
+

En appliquant I'inégalité 2 avec z =

n+1

n+1

fonction puissance x +— x sur R, nous déduisons que e < (1 + ) , Soit pour tout entier naturel n # 0,

e <b,.
4. Nous avons Vn > 1, b, —an, = (14 2)"7 = (1+ )" = L (14 1)" <

€
E.
Partie 2 : Suites adjacentes

1. Soit donc la fonction f définie sur [1;4o0[ par f(z) = (z+ 1)In (£ ) Cette fonctlon est dérivable sur [ +o0]

comme produit et composée de fonction dérivables. Nous avons: ddw (mTH) = ;21, 2 In (””‘3‘0'1) = :zz(erl)

nous déduisons que f(z ) In (“’1) . La fonction f’ étant dérivable, étudions sa dérivée seconde: Etudions
la dérivée seconde: —m + p = % (x +1) > 0. Aussi nous en déduisons que f’ est strictement croissante:
or, par les théoremes de composition des limites et d’opérations algébriques sur les limites, nous avons que

limg 100 f/(x) =0, d’olt f/ < 0 sur [1;+o00[. Aussi, la fonction f est-elle strictement décroissante.

d’ou

Remarques: e Au lieu d’étudier la dérivée seconde, il y avait plus astucieux: utiliser I'inégalité I.1. En
effet puisque pour tout réel x nous avons e* > x + 1, il s’ensuit par croissance de la fonction logarithme
que pour tout z > —1, z > In(z+1). En remplacant = par % on en déduit que % > In(1+ %) soit f'(z) <0
pour tout z > —1.

e Néanmoins sans voir cette astuce, le calcul était possible: il faut faire preuve de persévérance et d’ordre
dans ses calculs! Ici, le calcul de la dérivée de f peut poser probleme a qui ne s’organise pas bien... Ce
calcul est néanmoins faisable dés la T'S.

e On fera bien attention & la stricte monotonie de f’: ici, elle est nécessaire pour conclure & la stricte
décroissance de f.

De méme, nous avons g dérivable. Il s’ensuit que ¢'(z) = In (r';l) — I—H En dérivant une seconde fois, nous

obtenons ¢"'(x) = _z(z1+1) + (zil)Q = I(Z—Jrll)Q. Aussi, la fonction g” est strictement négative sur [1; +oo[ donc

g’ est strictement décroissante sur cet intervalle. Comme lim,_, ;. ¢'(z) = 0 nous en déduisons que g’ est
strictement positive sur [1; +o00[, d’oll g est strictement croissante sur cet intervalle.

2. Nous avons a,, = (1 + %)n d’olt comme de maniere évidente ¥n > 1, a,, > 0 nous avons In(a,) = nln (”Il)
I s’ensuit alors que In(ay,) = g(n). Par stricte croissance de g, nous avons donc In(an11) > In(ay,) d’ou par
stricte croissante de la fonction exponentielle il s’ensuit que a,+1 > a,. Aussi, la suite (a,,)n>1 est strictement

10
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croissante.
En remarquant que In(b,) = f(n), nous déduisons par des arguments similaires que (b,),>1 est strictement
décroissante.
1\n+1 1\" 1\" 1 1 1\n
3. Pour tout n > 1, nous avons b, — a,, = (1—&-%) —(1—}—5) = (1—}—;) X (1+E_1) :5(1—&—%) .
Par I.1 nous savons que e'/" > ﬁ d’oli par croissance de la fonction puissance z +— z™ sur R il s’ensuit
que e > (1 + %)n On a donc b,, — a,, < %
4. La suite (an)n>1 est croissante, la suite (b,)n>1 est décroissante et la limite de leurs différences est nulle: il

s’ensuit donc que les suites (a,) et (b,) sont adjacentes. Elles sont donc convergentes et ont méme limite.
De 1.3 nous déduisons que leur limite commune est e.

Partie 3: Applications

1

T
1_1+77.

1\" 1\ 1 ]t
<1+> —<1> = (1= ) % —
n ~ T T

14+n

1. Nous avons donc 1 + % = d’ol1 en élevant a la puissance n nous obtenons:

Nous en déduisons que upt+1 = (1_11 ) X (1+11)n. Aussi, par le théoreme d’opérations algébriques sur les
1+n n
suites convergentes, nous obtenons que lim,, , 4 oo Uy = %

2. La suite (v, )nen+ est divergente: en effet, nous remarquons que va, = ag, alors que va, 1 = Uap41. Aussi, elle
ne peut admettre de limite (cela contredirait 'unicité de la limite d’une suite), d’ott (v, )nen+ est divergente.

En d’autres termes, la suite (v,)nen admet deux sous-suites convergentes vers deux limites différentes,
donc diverge, ou encore la suite (v, )nen+ admet e et 1/e pour valeurs d’adhérence, donc diverge.

Petit probleme 3: Le flocon de Van Koch I

On considére une suite (Fy,)p,en de figures planes convexes générées de la fagon suivante: Fy est un
triangle équilatéral de coté a (avec a > 0). On construit F; en divisant chaque segment de Fj en trois
parties égales: on construit alors un triangle équilatéral extérieur a la figure sur la partie du milieu et on
supprime celle-ci. Aussi, F; est-il une étoile réguliere a six branches (cf figure).

Pour construire F, 11 a partir de F,, on divise chaque segment de F), en trois parties égales: on construit
alors, sur chaque partie centrale, un triangle équilatéral extérieur a la figure et on supprime cette partie.
La figure ci-dessous donne les figures Fy, F1, Fo, F3 et Fy.

/\ 7 5
L T y o ;

n=fl n=1 =2 n=4

Dans la suite, on désigne par N,, L,, P, et A, respectivement le nombre d’arétes, la longueur d’une
aréte, le périmetre et aire de la figure Fj,. Ainsi, nous avons Ng =3, Lo =a, Py =3a et Ag = @.

1. Précisez les valeurs de Ny, L1, Py et Aj.

2. Etablir une formule donnant N1 en fonction de N, et une autre donnant L, en fonction de L.
En déduire, pour tout n, ’expression de N,, et de L,, en fonction de n et a.

11
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3. Montrer que P, = 34—ia. Déterminer la nature ainsi que I’éventuelle limite de (P,)nen.

n—1
4. Exprimer A, comme la somme d’aire de triangles, et montrer que

3v3 41— (4/9)"a2

Ay = A
e TR R gy

5. Déterminer la nature ainsi que I’éventuelle limite de (A;,)nen.

6. Soit F' la figure obtenue comme limite des figures (F},),en. Quelle propriété a t’on sur F' ?

Solution

1. Nous avons N; = 9, L1 = %a, Py = 9 x § = 3a. Nous savons que la formule de l'aire d'un triangle est

Base x Hauteur ()p peut aisément calculer la longueur de la hauteur & I'aire du théoreme de Pythagore:
le triangle étant équilatéral, la hauteur est aussi médiatrice, d’ou h? = a? — (%) = %.
A=Y

1= 4x32-

Aire =

Il s’ensuit alors que

2. Une aréte de F,, donne naissance & 4 arétes dans F, 1. Aussi, en déduisons-nous que N,+; = 4N,. Comme
Ny =1 il s’ensuit que N,, = 4™.
Soit une aréte de Fy,: elle donne donc naissance, dans F,, ;1 a 4 arétes de longueur L, ;1 = %Ln. Aussi, comme

Lo = a nous en déduisons que L, = 7.

n -1 . .
3. Comme P, = L, X Ny, nous avons P, = 4" x 5ty = 34?(11. Comme 33—,1 =4 (%)n et que % > 1 il s’ensuit
que P, — +o00 quand n — 4o0.

4. Partons donc de F,,. Par découpage, 'aire de F), 11 est égale a celle deF;,, augmenté de 'aire de 4™ triangles

, . , . . 2 n+1
équilatéraux construits. Chacun d’eux ayant pour aire ?Li = :;éé’iz. Up41 = ap +4" X @ (%) . Par
telescopage, nous obtenons que

a1 =P G+t g
=5 (g +(3)")
— (4t
=< Y

5. Comme 4/9 < 1, nous en déduisons que lim,,_, 4~ (%)n = 0, d’out par le théoreme d’opérations algébriques sur

les suites convergentes nous déduisons que (a,)nen est convergente et de limite 2—30.

6. En passant a la limite F' de la suite (F),),>0 de courbes, nous obtenons une courbe de longueur infinie mais
dont Daire (définie entre F' et [AB]) est finie ... ce qui est assez étonnant!

Petit probleme 4: Irrationnalité de e et application'

A. Etude de deux suites

1 1 1 1
Pour tout entier naturel n > 1, on pose up, =1+ —+ =4+ =+ ...+ — et v, = up + .
120 3! n! n - n!

1. Etudier la monotonie des suites (uy,) et (vy).

2. En déduire qu’elles sont convergentes et ont méme limite. Dans la suite, nous noterons ¢ cette limite
commune.

B. Calcul exact de ¢

12
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2 n
Soit n un entier naturel n > 1. On pose, pour tout réel x € [0;1], f(z) = (1 + f' + % +...+ :U'> e .
n!

1. (a) Calculer f(0) et f(1).
(b) Montrer que f est dérivable sur [0;1] et que f'(z) = —%re~%. En déduire que u, < e.

2. On pose, pour tout x € [0;1], g(z) = f(x) + 5.

n!
(a) Calculer ¢'(z) et montrer que g est croissante sur [0; 1].
(b) En déduire que e — -5 < uy.

(¢) En déduire la valeur exacte de .

C. Irrationnalité de e

On suppose dans cette question que e est rationnel, c’est-a-dire qu’il existe deux entiers naturels p et
q tel que e = 2.

(a) Justifier que ug < £ < v,
(b) Montrer que N = pq! — gq'u, est un entier naturel vérifiant 0 < N < 1.

(c) En déduire I'irrationnalité de e.

D. Application: Etude de la compléture de Q

Soient n et m deux entiers naturels vérifiants m > n > 1.

1. Montrer que

1
R i

1
(m+D! 1- =5

Um — Up <

2. En déduire que la suite (u,) est une suite de Cauchy d’éléments de Q.

3. On rappel qu’'un espace E est dit complet si toute suite de Cauchy a valeurs dans F admet une limite
dans E. est convergente.
Q est-il complet ?

Solution: Irrationnalité de e et application'

A. Etude de deux suites

1. La suite (u,) est strictement croissante puisque uy4+1 — Uy, = m > (0. Etudions alors la monotonie

de (vy,).
1

_ 1 _
Un+l = Un = Un+1 + Gy ( T~ Un T
_ 1 1
= Dl + (n+1) Dl ol

:n(n+1)(n+1 ( n+1 +n_(n+1))

 n(n+1)- (n+1)

Nous en déduisons alors que la suite (v,,) est strictement décroissante.

2. Comme lim,,_ 4o vy, — u, = 0, nous en déduisons que les suites (uy,) et (vy,) sont adjacentes. Aussi,
elles sont convergentes et ont méme limite. Soit ¢ celle-ci.

13



Jf. Culus

UE 121 Analyse

1.

(a)
(b)

()

B. Calcul exact de ¢

f0)=1et f(1) =upe L.
La fonction f est dérivable d’apres le théoreme d’opérations algébriques sur les fonctions dérivables.
Nousavonsalorsf’(x):(%—i—é—f—i—..ﬁ—@)e <1+1|+2|+ -4

n! nl
Aussi, la fonction f est-elle décroissante sur [0;1]: on en déduit alors que f(0) > f(1) soit

1> upe "t dol e > uy,.

La fonction g est dérivable comme somme de deux fonctions dérivables sur [0,1) et nous avons
g (x) = f'(z) + 5 = L. Aussi, la fonction ¢’ est-elle positive sur [0;1]: il s’ensuit que la

fonction g est croissante sur cet intervalle.

De la croissance de g sur [0; 1], nous déduisons que g(0) < g(1) soit 1 < upe™! + 2. 11 s’ensuit
alors que e — 5 < up,.

Des questions précédentes, nous déduisons que e — -5 < u, < e. Aussi, par le théoreme des
gendarmes, il s’ensuit que la suite (u,) est convergente et de limite e. Par unicité de la limite,
nous avons £ = e.

C. Irrationnalité de e

Les suites (uy,) et (v,) étant adjacentes et de limite e = £, nous déduisons que Vn € N, u,, < e <

vp. Or, par stricte monotonies des suites (uy,) et (vy,), nous avons Vn € N, u,, # e et v, # e. 1l
s’ensuit donc que Vn € N, u,, < e < v,. En particulier pour n = ¢, nous obtenons u, < § < Vg

. | N .
Nous savons que u,; = Z:o%' Or,si 0 <k <gq, § €N, dou qlu, € N. Par suite, nous

déduisons que N = p-q! —¢q-q!-uy € Z. Reste alors a montrer que 0 < N < 1. Partons de
I'encadrement u, < g < Vg = Ug + % En multipliant chacun de ces termes par ¢ - ¢!, nous
déduisons que ¢ - ¢! -ug <p-q¢' <q-q'-ug+1, dou 0 <N < 1.

Nous obtenons ainsi une absurdité puisqu’il n’existe aucun entier strictement compris entre 0 et
1. Aussi, nous déduisons par raisonnement par ’absurde que e est irrationnel.

D. Application: Etude de la compléture de Q

U = Un = Do T Zk 0
= Zk ntl W = (n+1)' + o Tt

1
< G (1 + n+2 + G et W)

< - W
~X
(nH) -5
I
. m—n ’ .
2. Nous pouvons majorer —+2 < : L . Nous en déduisons alors que Uy, — Uy < W@%H), Or,
) T hnt2 ’

la suite ((
Vn >N

Il s’ensuit alors que Vm > n # N, 0 < uy — u, < € d’ou la suite (uy,) est une suite de Cauchy
d’éléments de Q.

n+2 . . . ;. .
D) (o 1) +1)!> est une suite convente vers 0: aussi, pour € > 0 fixé, il existe un rang N tel que

n+2
) D) (nF I S &

. L’ensemble Q n’est pas complet puisque la suite (u,) est une suite de Cauchy d’éléments de Q qui ne
converge pas dans QQ (sa limite, e, est irrationnel). Aussi, Q n’est pas complet.

14
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Pbr 2, Capes 2014: Série harmonique, Convergence au sens de Césaro'

On note N D’ensemble des entiers naturels et N ’ensemble des entiers naturels non nuls. On note R
I'ensemble des réels et R* D'intervalle ]0; +-00[. La partie imaginaire du nombre complexe z est noté Im(z).

Préambule Dans tout le probleme, les suites considérées sont a valeurs réelles. La partie A aborde la
convergence des suites monotones et aboutit a quelques résultats sur la série harmonique. Les parties B et
C envisagment 1’étude de la convergence au sens de Césaro et son lien avec la convergence au sens usuel.

Partie A
I. Questions de cours
1. Démontrer que si (uy)nen est une suite croissante et non majorée, alors elle diverge vers +oc.
2. Démontrer que si (u,)nen est une suite croissante et majorée, alors elle converge.

3. Etablir une condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite décroissante soit convergente.

n
I1. On considere la suite définie, pour tout entier naturel n > 1, par a, = Z
k=1

1
.

1. Donner une interprétation graphique de a,, & partir de la fonction inverse sur 'intervalle [1;n + 1].

1
2. (a) Démontrer que, pour tout entier n > 1, agy — a, = 7
(b) La suite (an)nen est-elle convergente.
3. Recherche d’un équivalent de a,, au voisinage de +oc.

(a) Démontrer que, pour tout entier naturel k£ non nul,

(b) En déduire que, pour tout entier naturel n > 1, a, — 1 < In(n) < a,.

(¢) En déduire un équivalent de a,, au voisinage de +ooc.

4. On pose, pour tout n > 1, b, = a,, — In(n). A T'aide des questions II.3.a et I1.3.b, démontrer que la
suite (b, )n>1 est convergente.

Partier B. Sommation au sens de Césaro

A toute suite (uy)nen, on associe la suite (vp)p>1 définie par Vn > 1, v, = — g ug. On dit que la suite
n
k=1
(un)n>1 est convergente au sens de Césaro si la suite (vy,),>1 converge.

I.
1. Soit (up)p>1 une suite de limite nulle et e € RY.

(a) Montrer qu’il existe ng € N* tel que, pour tout n > ng,
1 [& 1 (&
(5 e () -

15
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(b) En déduire que la suite (vy,)n>1 converge vers 0.

2. Enoncer et démontrer la généralisation du résultat précédent au cas ou la suite (uy,),>1 converge vers
un réel £ quelconque.

I1. Application a la recherche d’équivalent On considere la suite définie ar x1 = 1 et Vn € N*,
Tn(1 4+ xy)
1+ 22,

Tpn41 =
1. Montrer que, pour tout n > 2, 0 < x,, < 1.
2. Montrer que la suite (x,)n>1 est décroissante.

3. La suite (zp)n>1 est-elle convergente 7 Si oui, déterminer sa limite.

4. Vérifier que, pour tout n € N*,

5. Pour tout n > 1, on pose u, =

_ 1\
o s Cton =5 > k1 uk- Montrer que (uy) converge vers 1.

6. Exprimer v, en fonction de x,11 et z1 et en déduire un équivalent de x, au voisinage de +oc0.

ITI. Soit (xy)n>1 une suite réelle.
1. On suppose que la suite (z,),>1 converge. Montrer que la suite (x,+1 — x,) converge.

2. On suppose que la suite (2,41 — @ )p>1 converge vers un nombre réel £.

Tn

(a) Montrer que la suite ( - )n>1

converge et préciser sa limite.
(b) Etuder la convergence de la suite (z,),>1 dans le cas ou £ # 0.

(¢) Dans le cas ou £ = 0, la suite (x,)n>1 est-elle nécessairement convergente 7

Partie C
I. Dans cette question, pour n > 1, on pose u, = (—1)" et v, = %Zzzl U
1. Etudier la convergence de la suite (vy)n>1.

2. Conclure quant a la validité de la réciproque de la proposition énoncée a la question 1.2 de la partie
B.

IT. Soit o un réel. Dans cette question, pour n > 1, on pose u, = sin(na) et v, = % > peq Uk
1. Etudier la nature des suites (up)n>1, (Vn)n>1 lorsque @« =0 mod .

2. Pour n > 1, on pose ¢, = cos(na). Exprimer u,12 — u, en fonction de ¢, 41 et up42 + uy, en fonction
de Up41.

3. On suppose dans cette question que a #= 0 mod 7.

(a) On fait 'hypothese que la suite (u,)n>1 converge. En utlisant les deux relations établies a la
question I1.2 démontrer qu’alors la suite (¢;,),>1 converge également et préciser les limites des
suites (un)n>1 €t (Cn)n>1-

(b) Conclure quant a la convergence de la suite (uy)p>1.

16
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(¢) En remarquant que sin(ka) = Im (e’**), montrer que la suite (vn)n>1 converge et donner la

valeur de sa limite.

ITI. Dans cette question, on suppose que la suite (u,),>1 est croissante et que la suite (v, ),>1 converge.

1.

2.
3.

4.

2n
Démontrer, pour tout n > 1, I'inégalité n - uy, 1 < Z Uk
k=n+1

En déduire que, pour tout n > 1, upy1 < 209, — vy
Etablir la convergence de la suite (u,)n>1 et préciser sa limite.

Enoncer la propriété ainsi démontrée sous la forme d’une condition nécessaire et suffisante.

Solution: Pbr 2, Capes 2014'

Partie A

I. Questions de cours

II.

1.

2.

Supposons (uy,) croissante et non majorée. Aussi, VA € R, il existe N € N tel que 2y > A. Or, par
croissante de la suote (uy)nen, nous déduisons que Vn > N, u, > A: aussi, la suite (uy)n,en diverge
vers +o0.

. Supposons que la suite (uy)nen est croissante et majorée par M € R. Considérons alors ’ensemble

A = {up;n € N} des valeurs prises par la suite (auy)n>1. Cet ensemble est non vide (il contient par
exemple la valeur u1) et majoré par M. Il s’ensuit donc que I'ensemble A admet une borne supérieure:
soit a celle-ci.

Démontrons que la suite (u,,) converge vers a.. Soit € > 0. Aussi, puisque a = Sup(A), il existe N € N
tel que a — e < uny < a. La croissance de la suite (u,) et le fait que A soit majoré par M implique
que Vn > N, a — ¢ < u, < a. Il s’ensuit alors que Vn > N, |u, — o] < € et donc la suite (uy) est
convergente et de limite «.

. Nous venons de démontrer qu’une suite croissante converge si et seulement si elle est majorée. Aussi,

en considérant la suite (—up)nen, nous en déduisons qu’une suite décroissante et convergente si et
seulement si elle est minorée.

. Tragons la courbe représentative de la fonction inverse et approximons 1’aire sous la courbe par des

rectangles de base [k; k + 1] et de hauteur f(k) = % L’aire totale de ses rectangles est alors ay.

(a) aon —an = ?;1% - Dk % = ziml% > IQcin-&-l ﬁ = %

(b) La suite (a,,) est alors divergente. En effet, démontrons par récurrence que, Vn > 1, agn >
Initialisation: Pour n = 1, nous avons as = 1 + % + % > %
Hérédité: Supposons que, pour n > 1, agn > 5. D’apres la question précédente, nous avons
Qon+1 — Aon = %, d’oll agn+1 = aon + % = "T“, d’ou '’hypothese de récurrence est vraie au rang
n+ 1.
Conclusion: Nous en déduisons que Vn > 1, ay > 5.

|3

De la divergence vers +oo de la suite (2") nous déduisons que, VA € Ry, il existe N tel que
asn > A. La croissance de la suite (a,) implique que ¥Yn > 2V, a, > A. Aussi, la suite (a,)
est-elle divergente vers +o0.
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3. (a) Par décroissance de la fonction inverse sur l'intervalle [k; k 4 1] (avec k > 1), nous déduisons que

vVt € [k k + 1], k%Ll < % < % En intégrant cette relation pour t € [k;k + 1], par croissance de

s 1 k41 k41 k41 . k41
I'intégrale, nous déduisons que fk+ % < fk:+ Hdt < fk+ 4 qon k%rl < fk+ 1dt < 1.

(b) L’encadrement précédent implique k%rl <In(k+1) —In(k) < 1. En sommant ces relations pour
k variant de 1 & n — 1, nous déduisons que a, — 1 < In(n) — In(1) < ap—1. La suite (a,) étant
croissante, a,—1 < a, d’ou pour n > 1, a, — 1 < In(n) < ay,.

(c) Réécrivons l'encadrement par In(n) < a, < In(n) + 1; en divisant par In(n), nous obtenons

an

1< m“T’;) <1+ ﬁ Il s’ensuit alors, en faisant tendre n — +o00, que lim,_, 1 ey = 1. Aussi,
les suites (In(n)) et (a,) sont équivalentes au voisinage de +oc.

4. Nous déduisons du précédent encadrement que 0 < b, < 1. Etudions alors la monotonie de la suite

(bn). bpy1 — by = n%q —In(n+1) —In(n) < 0 d’ou la suite (b,) est décroissante. On en déduit alors

que la suite (by,) est décroissante et minorée, donc convergente.

Partier B. Sommation au sens de Césaro

1. (a) Fixons € > 0. La suite (uy,) étant de limite nulle, il existe ng € N* tel que VYn > ng, |u,| < € soit
—e < uy, < e. Aussi, séparant la somme Zzzl ug en deux sommes sumzozluk + Zzzno 41 Uk
nous obtenons que

no n o
Zuk— (n —mnp)e < Zuk < Zuk—i—(n—no)e
k=1 k=1 k=1

En divisant par % nous obtenons alors

70 ng
1 n — ng 1 n — ng

*E U — 5<Un<*§ Uk +

n n n n
k=1 k=1

< 1, nous obtenons ’encadrement
1 (& 1 (&
- Zuk _5<7}n<5 kzluxf +¢€

(b) Puisque ng est fixé, la somme )%, uj est une constante. Aussi, en faisant tendre n — +o0,
nous obtenons que (v,) est convergente et de limite nulle.

Enfin, comme =

2. Supposons que (u,) soit convergente et de limite £. Nous pouvons appliquer le résultat précédent a la
suite (u, — £): nous obtenons que la suite (% dpoiup  — 6) converge vers 0 ce qui implique que la
suite (% > ory uk) converge vers £.

II. Application a la recherche d’équivalent

1. Remarque: La premiére idée est d’utiliser les encadrements et un raisonnement par récurrence, qui ict
ne marche pas: dommage! La seconde idée est d’obtenir cet encadrement au moyen de I’étude d’une
fonction.

Considérons la fonction f définie sur [0;1] par f(z) = ml(fgi) La fonction f est dérivable sur
[0; 1] d’apres le théoreme d’opérations algébriques sur les fonctions dérivables et nous avons f'(x) =
% > 0 donc la fonction f est strictement croissante sur [0;1]. Or, f(0) =0 et f(1) = 2 < 1.
Aussi, démontrons par récurrence que 0 < x,, < 1.

Initialisation: u; = 1 donc z9 = f(z1) €]0, 1[. La propriété est vraie au rang n = 2.

Hérédité: Supposons que, pour n > 2 fixé, z,, €]0;1[. Alors x,41 = f(zy) €]0;1] dou 0 < zp41 < 1.
Conclusion: Nous en déduisons que Vn > 2, 0 < z, < 1.

18



Jf. Culus UE 121 Analyse

2.

Nous avons f(z) —z = xl(r;i) 1+2x, d’ou Vz €]0,1], f(z) < z. Il s’ensuit donc que Vn > 2,

ZTpt1 = f(xn) < @y La suite (z,) est donc décroissante.

—r =

. La suite (z,,) est donc décroissante et minorée par 0: aussi est-elle convergente. Soit ¢ sa limite. En

mn(l‘i‘x'n)
14+2xy,

£(1+0)

1797 soit

passant a la limite quand n — +oo dans l'égalité x, 11 = , nous obtenons que £ =

¢? = 0 et donc £ = 0. Aussi, la suite (z,,) converge vers 0.

1 1 1+ 2z, 1 142z, —(1—ap) 1

Tpy1  Tpn  rp(l4+mp) n(1 4 ) 14w,

. D’apres la question I1.3, nous savons que (x,) converge vers 0 quand n — +oo. Aussi, nous en

déduisons d’apres la continuité de la fonction z — = en 0, que (

1+x
n — —+00.

1 .
= +1) converge vers 1 quand

. Par procédé telescopique, nous avons v, = %22:1 up = l( L i). Comme % — 0 quand

n\Tnt1 71

n — +oo nous déduisons que — 1 quand n — 4oo. Il s’ensuit alors que les suites x, est

, . 1
équivalent a —.

NTn+1

III.

1.

2.

1.
2.

Par théoreme d’opérations algébriques sur les suites convergentes, nous déduisons que la suite (2,41 —
x,) est convergente et de limite nulle.

(a) Posons v, = % Y p—q Uk et up = x4 — Tk La suite (ug) étant de limite £, nous avons par B.I.b
que (vy,) est convergente et de limite ¢. Or, vn =1 ~(Tpy1—2z1). Comme 7L — 0 quand n — +o0,
nous déduisons que la suite de terme général 2L converge vers £. Il s ensult alors que zn++11 —0

et donc (%”) est une suite convergente de hmlte L.
(b) Si ¢ #0, la suite (z,) diverge vers +oo (selon le signe de /).

(¢) Si ¢ =0, il n’y a pas nécessairement convergence, comme le montre par exemple la suite x,, =
pya % En effet, nous avons x,, 11 — x, — 0 et pourtant la suite (x,,) est divergente.

Partie C

Remarquons que v, = 0 et v 41 = d’otu la suite (v,) converge vers 0.

2n+1

La réciproque est donc fausse: on peut avoir (v,) convergente et (u,) divergente.

II.

1.
2.

3.

Sia =0 mod 7 alors Vn € N, sin(na) = 0. Aussi, les suites (uy) et (vy,) sont nulles.

Upt2—Up = sin((n+2)a) —sin(na) = sin((n+1)a) cos(a)+cos((n+1)a) sin(a) —sin((n+ 1)) cos(a) +
cos((n + 1)a) sin(a) = 2sin(a) cos((n + 1)a) = 2¢p41 sin(a).
Upt2+Un = sin((n+2)a)+sin(na) = sin((n+1)a) cos(a) +cos((n+1)a) sin(a) +sin((n+ 1)) cos(a) —
cos((n + 1)a) sin(a) = 2sin((n + 1)) cos(a) = 2uy41 cos(a).

(a) Supposons (uy) convergente et désignons par ¢ sa limite. Alors la suite (u,2—1uy,) est convergente
et de limite nulle. Comme sin(a) # 0, il s’ensuit alors que (¢,) est une suite convergente et de
limite nulle.

Nous avons up+2 + up = 2up+1 cos(a). Aussi, en passant a la limite quand n — +o0, nous en
déduisons que 2¢ = 2 cos(a) soit £(1 — 2cos(a)) = 0. Si a #= 0 mod 7, alors cos(a) # 0 et
donc ¢ = 0.

On en déduit donc que les suites (u,,) et (¢y,) sont convergentes et de limites nulles.
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(b) Si @ #=0 mod 7, et si (uy,) converge, alors (uy) et (¢,) sont de limites nulles. Or, u,, = cos(n«),
¢n = cos(na), d’ott Vn € N, u2 + ¢ = 1. Par passage a la limite, nous obtenons que 1 = 0, ce qui
est absurde. Aussi, lorsque o #=0 mod 7, la suite (u,,) est divergente.

(¢) a # mZ donc sin(«a) # 0.

1 « 1 — 1 -
Up, - kg_l sm( a) - kg_l mle - m ,;_le

Nous reconnaissons alors la somme d’une série géométrique de raison e'®. Aussi, nous avons
_ 1 i 1—e'ne
v = - Im (e 7) Or,

1—ete
ino ino/2 —ina/2 ino/2 :
inl 7O i@ T2 - o i yapsin(nay/2)
1 — el ela/2 e—ia/2 _ gia/2 sin(a/?)

Aussi, nous en déduisons que

o, oos((n+1)a/2)  sin(na/2)
" n sin(a/2)

III.

. De la croissance de la suite (u, ), nous déduisons que Y ;1 Uup41 < Ziﬁnﬂ ug Aot nuy 1 < Ziﬁnﬂ U

. Nous déduisons alors nuy,11 < Eiil U — 22:1 ug = 2nvo, — nvy,. En divisant par n, nous obtenons

I'inégalité souhaitée.

. La suite (v,) étant supposée convergente, nous en déduisons que la suite (ve,) l'est aussi et a méme

limite. Aussi, la suite (2v9, —v,,) est donc convergente et a méme limite que la suite (vy,). Aussi, cette
suite et bornée. Aussi, la suite (u,) est croissante et majorée, donc elle est convergente.

On utilise le fait que toute suite convergente soit bornée. C’est une condition nécessaire mais non
suffisante puisque, par exemple, la suite (—1)" est bornée mais non convergente.

. Soit (uy) une suite croissante. La suite (uy,) est convergente si et seulement si elle converge au sens de

Césaro.

En effet, si (v,) converge (ie. (un) converge au sens de Césaro) alors d’apres la question précédente
la suite (u,) converge. Réciproquement, si (u,) converge, d’apreés B.I.2 nous savons que la suite (vy,)
est convergente vers la méme limite (vrai méme si (u,) n’est pas considérée croissante).

Borne sup. et applications'

Partie 1: Généralités sur la borne supérieur

Soit (£; <) un ensemble totalement ordonné. Une partie A de E est dite majorée s’il existe m € E tel

que Va € A, a < m. On dit que a € E est une borne supérieure de A si « est le plus petit des majorants de

A.

1. Supposons que le sous-ensemble A de E admet un plus grand élément ay = maz(A) (ie. Va € A,

a < ag). Montrer alors que A admet une borne supérieur.
Que pensez-vous de la réciproque 7 (ie. si A admet une borne supérieur, est-ce que A admet un plus
grand élément 7).
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2. Montrer que si A admet une borne supérieure, alors celle-ci est unique.

3. Montrer que « est une borne supérieur de A si et seulement si o est un majorant de A vérifiant Ve > 0,
dJa€e A, a—e<a<a.

4. Etudier les bornes inférieure et supérieure du sous-ensemble A suivant de R:

A=+ |nm) € (V)

Partie 2: Borne supérieure Q

Dans cette partie, on considere ’ensemble des rationnels Q. On utilisera a loisir 'inclusion Q C R ainsi que
les lois usuelles sur ces ensembles.

Soit & = {z € Q|2? < 2} C Q. Le but de cette question est de montrer que £ n’admet pas de borne
supérieure dans Q. Pour ce faire, on raisonne par ’absurde en supposant qu’il existe un rationnel M = g
tel que M = Sup(E).

1. Montrer que v2 ¢ Q.
2. On suppose dans cette question que M € £.

(a) On note e =2 — M?2. Montrer que ¢ > 0.

(b) En étudiant la nature de la suite (z—g + #) " montrer qu’il existe N € N* tem que 0 <

€
2y L<e !
qN N2 :
(c) Soit alors M' = M + % Montrer que M’ € £ et en déduire une contradiction.

3. On suppose dans cette question que M ¢ £.

(a) On note e = M? — 2. Montrer que ¢ > 0.

(b) En étudiant la nature de la suite (z—p — %) " montrer qu’il existe N € N* tel que Vn > N,
neN*

qn n
o<t <e
(c) Soit alors M’ = M — L avec n > N. Montrer que M’ ¢ & et en déduire une contradiction.

4. Conclure.

Dans la suite, nous utiliserons le fait que R admet la propriété de la borne supérieure, c’est-a-dire que tout
ensemble non-vide et majoré de R admet une borne supérieur (ce n’est donc pas le cas de Q).

Partie 3: Théoréme des suites monotones

On considére une suite (uy)nen de réels qui est a la fois croissante et majorée dans R par M.

1. Soit A = {uy;n € N} Pensemble des valeurs de la suite (uy,).
Montrer que I’ensemble A admet une borne supérieure dans R, notée «.

2. Soit € > 0. Montrer qu’il existe N € Ntel que Vn > N, a — e < u, < .

3. En déduire la convergence de la suite (uy,) vers a.

Partie 4: Théoréme des suites adjacentes
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A présent, nous considérons deux suites de réels, (u,)nen et (v )nen, vérifiant les propriétés suivantes:
la suite (u,) est croissante, la suite (v,) est une suite décroissante et lim,,_, oo vy — Uy = 0.

1.
2.
3.
4.

Montrer que toute suite décroissante et de limite nulle est a termes positifs.
Montrer que les suites (up)nen est (vn)nen sont convergentes. On notera £, et £, leur limite respective.
Montrer que £, = £,. On notera alors ¢ leur limite commune.

Montrer que, pour tout entier naturel n, nous avons I'encadrement u,, < ¢ < vy,.

Application: Vn > 1, on pose S, = > _; L2

1. Montrer que, pour tout entier naturel £ > 0, (Hll)g < % — 1%&—1

2. En déduire que la suite (.5,,) est convergente.

Solution:

Partie 1: Généralités sur la borne supérieur

1. Soit ag = max(A) le plus grand élément de A. Alors, ag est un majorant de A puisque Va € A, a < ag. Par
ailleurs, si M est un majorant de A, alors ag < M puisque ag € A. Aussi, ag est-il nécessairement le plus petit
des majorants de A.

La réciproque est fausse: par exemple, I’ensemble {1—1/n;n € N*} admet 1 pour borne supérieure mais n’admet
pas de plus grand élément.

2. Supposons que « et o’ soient deux bornes supérieures de A. Alors a et o/ étant des majorants de A, on en
déduit que a < o (pu1sque « est le plus petit des majorants de A) et o/ < a, ot @ = &’. On en déduit alors
I'unicité de la borne supérieure d’un ensemble.

3. Supposons déja que « soit une borne supérieure de A: aussi est-ce le plus petit des majorants de I’ensemble A.
Soit € > 0 quelconque. Alors il existe nécessairement a € A vérifiant o — e < a < a: en effet sinon § = a — ¢
serait un majorant de A, ce qui contredit la minimalité de a (en tant que borne sup, c’est le plus petit des
majorants de A).

Réciproquement, supposons que « est un majorant de A vérifiant Ve > 0, da € A, o — ¢ < a < «. Montrons
alors que « est le plus petit des majorants de A: pour ce faire, considérons ¢ > 0. Puisque par hypothese il
existe a € A tel que a — e < a < «, on en déduit que Ve > 0, a — € n’est pas un majorant de A. Aussi, o est-il
le plus petit des majorants de A et donc est sa borne supérieure.

On fera bien attention aux inégalités: 1’une est large et ’autre est stricte! On ne peut pas les
modifier...

4. Considérons A = {1 + L|(n,m) € (N*)’}. Déja 1 est aisé de voir que 2 € A (2 = 1+ 1) et que 2 est un

1 <

majorant de A (puisque Y(n,m) € (N*)2' <1 t < 1. Aussi nous en déduisons que Sup(A) = 2.
Intéressons-nous a présent a la borne inférieure de A. On a clairement, 0 < % + %, c’est-a-dire que A est minoré
par 0.

Montrons alors que 0 est le plus grand des minorants de A. Soit € > 0. Comme la suite (%) tend vers 0 quand
k — +o0, il existe N tel que Vn > N, % < 5. Il s’ensuit alors que % € A (on prend n =m = N) et % <e,
d’ol1 € n’est pas un miniorant de A. Il s’ensuit donc que 0 est le plus grand des minorants de .4 (puisque toute
valeur £ > 0 strictement plus grande n’est plus un minorant de A), d’ou inf(A) = 0.

Partie 2: Borne supérieure Q

Soit £ = {z € Q|2? < 2} C Q. Le but de cette question est de montrer que £ n’admet pas de borne supérieure
dans Q. Pour ce faire, on raisonne par ’absurde en supposant qu’il existe un rationnel M = % tel que M = Sup(€).
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1. Raisonnons par ’absurde en supposant que v/2 € Q: aussi, il existe deux entiers naturels p et ¢, premiers entre
eux (on considere la fraction irréductible), tels que v/2 = %. En élevant au carré, nous en déduisons que fl’—z =2
d’ott p? = 2¢®. Aussi, 2 est un divieur de p?, donc un diviseur de p (puisque 2 est un nombre premier). Il
s’ensuit qu'il existe p’ tel que p = 2p’. En remplacant, nous obtenons (2p')? = 2¢* d’ott 2p’? = ¢? et donc 2 est
un diviseur de ¢?, donc un diviseur de g.

Cela contredit alors le fait que p et ¢ sont premiers entre eux, d’ou v/2 est un irrationnel.

2. (a) Puisque, dans cette question, M € &, alors M? <2 d’'olte =2 — M? > 0.
. 2 1
(b) La suite ((TZ + —2)”

- converge vers 0 quand n — +o0o. Aussi, il existe N € N* tel que 0 < ;—ff + ﬁ <e.

N+
(¢) Posons donc M’ = M + % Clairement M’ > M. Comparons M'? avec 2 pour savoir si M € € ou non:
M"? = <p+1>2:p2+2p+1<792+5
q N ¢ gN  N* ¢
=2
Il s’ensuit alors que M’ € &, ce qui contredit le fait que M soit le plus grand des majorants (M < M’ et

M €é€).
Aussi, 'hypothese M € £ est-elle fausse.

3. (a) On suppose que M ¢ &, donc M? > 2, soit ¢ = M? — 2 > 0. Néanmoins, comme M est un rationnel,
M # /2, donc I'inégalité est stricte: on a donc £ > 0.

(b) La suite (j—fl — #) N étant convergente et de limite nulle, nous en déduisons qu’il existe N € N* tel que
neN*

(12—]1\7, — # < e. On en déduit que tout n > N vérifie la méme inégalité. Enfin, en prenant N suffisamment
grand,;—ﬁ>$d’oﬁVn>N,O<§—£—#<s.

(c) Posons M’ = M — L1 et comparons M'? avec 2:

2 2
1 2 1
M/2:<§_n> :%_£+E>2_5>2

Il s’ensuit donc que M'? ¢ £, ie. c’est un majorant de £&. Or, M > M’ donc cela contredit le fait que M
soit le plus petit des majorants de £.
On en déduit ainsi que ’hypothese M ¢ £ conduit & une contradiction.

4. Nous avons démontré que les 2 possibilités, soit M € &, soit M ¢ & sont impossibles: aussi, ’hypotheése M € Q
est impossible. Aussi, 'ensemble £ n’admet pas de borne supérieure dans Q.
I1 faut bien comprendre cela: I’ensemble £, en tant que sous ensemble de R, admet une borne sup, & savoir /2,
mais en tant que sous ensemble de Q, il n’admet pas de borne supérieure.

Partie 3: Théoréme des suites monotones

1. L’ensemble A est non vide (il contient au moins une valeur wug) et majoré par M: aussi, puisque R vérifie la
propriété de la borne supérieure, I’ensemble A admet une borne supérieure dans R. Soit o € R celle-ci.

2. Soit € > 0 fixé. D’apres la caractérisation de la borne supérieure vue en Partie 1, il existe N tel que a — ¢ <
uy < «. Par croissance de la suite (u, ), nous déduisons que Vn > N, uy < u, et comme « est un majorant de
(uy), il Sensuit que Vn > N, a — e < u, < a.

3. On a donc: Ve >0, AN, Vn > N, |u, — a| < € et donc la suite (u,, — «) converge vers 0, ce qui implique par le
théoréme d’opérations algébriques sur les suites convergentes, que la suite (u,) converge vers a.

Partie 4: Théoréme des suites adjacentes
1. Soit (wy,) une suite décroissante et de limite nulle. Pour montrer que tout les termes de (w,) sont positifs,
raisonnons par ’absurde en supposant qu'il existe ng tel que w,, < 0. Alors par décroissante de (w,,), Vn = ng,

Wy, < Wy, < 0. Cela contredit le fait que la suite (w,) ai pour limite 0 (on utilise € = —w,,, dans la condition
de convergence de (w,,) vers 0 et on obtient une absurdité).
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2. Remarquons déja que la suite (u,) étant croissante, la suite (—u,) est décroissante. Aussi, la suite (v, — uy)
est-elle décroissante et de limite nulle. Il s’ensuit par la question précédente que, Vn € N, v, — u,, > 0, d’ou
Uy < Uy,

Comme (u,,) est croissante, nous avons Vn € N, ug < u, et donc Vn € N, ug < v,,. Aussi, la suite (v,) est-elle
décroissante et minorée: elle est donc convergente: soit £, sa limite.

De méme, comme (vy,) est décroissante, nous avons ¥n € N, v, < vg d’ott Vn € N, u,, < vg. Aussi, la suite (u,)
est croissante et majorée par vy, donc d’apres le théoreme des suites monotones, elle est convergente: soit £, sa
limite.

3. Nous savons que lim,,_, 1 v, — u, = 0. Or, d’apres le théoreme d’opérations algébriques sur les suites conver-
gentes, nous en déduisons que lim,_, 4 oo Uy, — Uy, = £y, — £y, Aussi, par unicité de la limite (de la suite (v, —uy)),
nous avons £, — ¢, = 0 soit £, = £,.

4. Montrons déja que puisque (u,,) est croissante et de limite ¢, Vn € N, u,, < £. Pour ce faire, considérons la suite
(£ — uy): elle est décroissante et de limite nulle par le théoréme d’opérations algébriques sur les limites. Aussi,
par la question 1, nous avons Vn € N, £ — u,, > 0 d’ou u,, < /.

Nous démontrons de méme l'autre inégalité en considérant la suite (v, —¥¢) qui est aussi décroissante et de limite
nulle.

Application: Vn > 1, on pose S, = > ;_, k%

1. Déja, la suite (S,,) est clairement croissant. Remarquons que W < m = % — k%rl

2. En sommant ces relations pour k£ variant de 1 & n — 1, nous déduisons que

n—1
1 1 1 1 1 1

Aussi, nous déduisons que Vn € N, S,, < 2. La suite (S,,) est donc croissante et majorée par 2, donc elle est

convergente.
Théoreme de Bolzano-Weierstrass I
Théoreme des segments emboités
Pour tout n € N, on désigne par I, le segment réel I,, = [an;by,] avec a, < b, (en particulier, on ne
considérera pas de segment vide). La longueur du segment I, = [a,;b,] est le réel positif b, — a,. On dit

que le segment I,, 1 est emboité dans le segment I, si I;,11 C I,. Aussi, si (I,)nen désigne une suite de
segments emboités, alors nous avons pour tout entier n, I,4+1 C I.

Dans la suite, on désigne par (I,),cn une suite de segments emboités dont les longueurs tendent vers 0.
1. Montrer que les suites (ap)nen et (bn)nen convergent vers la méme limite. Soit ¢ celle-ci.

2. Montrer que (), cxlan; bn] = {£}.

Théoréme de Bolzano-Weierstrass

Soit (un)nen une suite bornée de réels, c’est-a-dire qu'il existe deux constantes réelles m et M tels que
YneN, m<u, <M.

Comme lintervalle Iy = [m; M| possede tous les éléments de la suite (up)nen, au moins 'un des deux
intervalles [m, ™5 ] ou [252; M| possede une infinité d’éléments de la suite (uy)nen: soit 1 cet intervalle.
On construit alors de méme Iy, I3, ... par le procédé suivant:

Si I, = [an; by] est supposé connu et possede une infinité de valeurs de la suite (uy,)nen, alors au moins 1'un
des deux intervalles [ay; a";b"] ou [a"‘gb" ; bp] possede une infinité d’éléments de la suite (uy,)pen; on choisit
alors cet intervalle pour I,,41.
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1.

2.

3.

Solution:

1.

Montrer qu'il existe £ € R tel que [),,cn In = {£}.

En déduire qu’il existe une sous-suite (uy(y))nen de (un)nen qui converge vers £.
Pour ce faire, on pourra considérer une sous-suite de (uy)nen vérifiant Up(n) € I,.

Enoncer le théoreme de Bolzano-Weierstrass que vous venez de démontrer.

Partie I: Théoréme des segments emboités

Les segments (I,)nen étant emboités, nous en déduisons que Vn € N, a,, < apy1 €t by = byy1. Aussi, la suite
(an)nen est-elle croissante alors que la suite (by,)nen est décroissante. De plus, nous savons que la longueur des
segments (I, )nen tend vers 0, d’out limy,eyo0 by — @, = 0: il s’ensuit donc que les suites (ap)nen €t (bn)nen
sont adjacentes. D’apres le théoreme des suites adjacentes, ces deux suites sont donc convergentes et ont méme
limite: soit £ celle-ci.

Démontrons cette égalité (d’ensemble) par double inclusion:

Nous savons (corollaire du théoreme dtes adjacentes) que Vn € N, nous avons ’encadrement a,, < ¢ < b, donc
nous en déduisons que Vn € N £ € I,,. Il s’ensuit donc que £ € (), .y In d'ott £ € (), cy[an; bn]-
Réciproquement, supposons que = € (), cyl@n; bn]. Aussi, ¥n € N, nous avons I'encadrement a,, < z < b, et par
passage a la limite, le théoréme de prolongement des inégalités implique que £ < x < ¢, d’ou x = £. Nous avons
donc bien (), cxlan; bn] = {£}.

Théoréme de Bolzano-Weierstrass

. Considérons I,,. En étudiant les deux cas, nous avons I,,11 C I,, donc (I,) est une suite de segments emboitées.

De plus la longueur de I, est la moitiée de celle de I,,, d’ou la longueur du segment I,, est égale a b,, — a,, =
2%(1)0 —ap). On en déduit que la suite des longueurs des segments I, tend vers 0: il s’ensuit par le théoréme
des segments emboités qu'il existe £ € R tel que [, oy In = {£}.

Il nous faut définir une sous-suite (uy(,)) de (u,) qui converge (vers £). Pour ce faire, remaquons que tout
intervalle I, contient une infinité de termes de la suite (u,): aussi, pour tout n € N, on peut trouver un élément
Up(n) € In avec p(n) > @(n —1). Définissons ainsi ¢ : N — N tel que uy,) € I, et o(n) > p(n —1). De
I'encadrement a,, < uy(n) < by, implique par théoreme des gendarmes que la suite (u,(,)) est convergente et de
limite £.

On démontre ainsi le théoréme de Bolzan Weiestrass: toute suite (upn)nen @ valeurs dans un compact amdet
une sous-suite convergente.

2.

Capes 2011, Epreuve 1, Probleme 2
Autour du théoréme des valeurs intermédiaires

. Soit (w,) une suite décroissante et de limite £. Supposons par labsurde qu'’il existe un rang no pour lequel

Wy, < L. La suite (w,,) étant décroissante, nous en déduisons que, pour tout n > ng, w, < wy,, < . En passant
a la limite dans cette inégalité, nous obtenons par le théoreme de prolongement des inégalités que ¢ < wy, < ¥,
ce qui est absurde (puisque ¢ < £ est). Aussi, pour tout entier naturel n, nous avons w,, > /.

(a) La suite (u,) étant supposée croissante, la suite (—u,) est décroissante. La somme de deux suites
décroissantes étant aussi décroissante, nous en déduisons que la suite (v, — uy, )nen est décroissante.

(b) Considérons la suite (w,) définie par w, = v, — u,. La suite suite (w,) est donc décroissante et de limite
nulle: aussi, par le résultat de la question I.1, nous déduisons que, pour tout entier naturel n, w, > 0,
c’est-a-dire v,, — u, = 0.
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(d)

Nous savons que, Vn € N, v, — u, > 0, soit v, > u,. La suite (v,) étant décroissante, elle est majorée
b ) b b

par vg. Aussi, Vn € N, v, > vg, d’olt u,, > vg. La suite (u,) étant croissante et majorée par vy, elle est

convergente d’apres le théoréme des suites monotones (rappelé dans 1’énoncé).

De méme, de la croissance de la suite (u,), nous déduisons que Vn € N, u,, > ug. Or, comme u,, < vy,
nous déduisons que Vn € N, ug < vy, c’est-a-dire que la suite (v,) est minorée par ug. La suite (v,) est
donc décroissante et minorée: elle est donc convergente.

Nous savons par hypothese que lim, 100 v, — up, = 0. Or, les suites (u,) et (v,) étant convergentes,
d’apres le rappel de I’énoncé, nous avons que lim,,— 1o (v — Up) = limy, 4o Uy — limy 1o uy, = 0. 1
s’ensuit alors que limy, 1 oo vy = limy, 5 400 U

3. Soit (un) une suite d’éléments de X C R qui converge vers £ et f : X — R une fonction continue en £.

Par continuité de f en ¢, pour tout € > 0, il existe & > 0 tel que si x € X vérifie |z —{| < «, alors | f(z)— f(£)] < e.
Or, la suite (u,) converge vers £. Aussi, il existe un rang N & partir duquel, si n > N, |u, —£] < @. On en
déduit alors que Vn = N, |f(u,) — f(£)] < e.

Aussi, nous démontrons bien que la suite (f(u,)) converge vers £.

Partie II: Propriété des valeurs intermédiaires

1.

(a)

Montrons par récurrence sur l’entier naturel n que a,, et b, sont des éléments de [a; b].

Initialisation: Pour n = 0, nous avons ag = a et by = b, donc ag, by € [a;b].

Hérédité: Supposons que, pour n fixé, nous ayons a, b, éléments de [a;b] et raisonnons par disjonction
des cas.

ler cas: Si f (%) < A, alors an41 = %. De a < ay,; b, < b nous déduisons que % < “";b" < %
d’ott ap41 € [a,b]. Comme byy1 = by, € [a;b], nous déduisons que a,,41 et b,y sont des élements de [a; b].
2snd cas: Si f (%) > A Alors, apt1 = ayn € [a;b] et by = % Le méme encadrement que

précédemment conduit & b,41 € [a;b].

Aussi, nous avons démontré par disjonctions des cas que a1 et b,11 sont des éléments de [a;b], d’out la
propriété est héréditaire.
Conclusion: Nous en déduisons que, pour tout entier naturel n, a, et b, sont des éléments de [a; b].

Nous allons démontrer cette formule en raisonnant par disjonction des cas.
ler cas: si f (%) < A, alors

an+bn 7bn*an

2 2

bpi1 — Gpg1 = by —

2snd cas: si f (“’”‘T'H’") > A, alors

an—l—bn bn_a’n

anrl —Opy1 = 9 Ap = B)

Nous déduisons donc du raisonnement par disjonction des cas que, pour tout entier naturel n, by, 41 —a,41 =
bpn—an
5

Démontrons déja que, pour tout entier naturel n, a,, < b,. Pour ce faire, nous raisonnons par récurrence
sur I’entier naturel n.

Initialisation: Pour n = 0, nous avons ag = a < b = by d’ou la propriété est vraie au rang n = 0.
Hérédité: Supposons la propriété vraie a un rang n fixé, c’est-a-dire a,, < b, et démontrons la au rang
n + 1. On remarque alors que nous avons les encadrements % > % = a, et % < % =b,.
Aussi, en raisonnant par disjonction des cas, nous obtenons que:

ler cas: Si f (%) < A, alors apt1 < by = bpy1-

2snd cas: Si f (%) > A, alors b1 = ““';b" 2 Ay = Qpi1-

Ainsi, nous obtenons par disjonction des cas que a,+1 < b,41 d’ol cette propriété est héréditaire.
Conclusion: Nous avons donc, pour tout entier naturel n, a,, < b,.

A présent que nous savons comparer a, et b, & tout rang n, montrons que (a,) et croissante et (b,) est
décroissante. Pour ce faire, soit n € N fixé et raisonnons par disjonction des cas.

ler cas: Si f (%) < A, alors apy1 = % > % = ay, et by,41 = b, d’ott 'on a bien a1 = a, et
bn+1 < bn

2snd cas: Si f (““T'H’") > A, alors ap 1 = ay et by = Q"TH’” < w = by, d'0U apq1 = Gy €t byiq < by
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On en déduit alors que, dans tous les cas, nous avons a,t1 = a, et byp41 < by, impliquant que la suite
(an) est croissante et que la suite (b,,) est décroissante.
Nous savons enfin, par la question précédente que, pour tout entier naturel n, b,41 — any1 = %(bn —ap)-

Une rapide récurrence nous donne alors que b, — a,, = b“;—nao, et le critere de convergence des suites
géométriques implique que la suite (b‘);—,ﬂo) converge vers 0. De l'encadrement 0 < b, — a,, < b‘);n“% le

théoréme des gendarmes implique la convergence de (b,, — ay,) vers 0.
Aussi, les suites (a,) et (b,) sont bien adjacentes.

(d) Les suites (a,) et (b,) étant adjacentes, d’aprés la question 1.2 nous déduisons qu’elles sont convergentes
et ont méme limite: soit ¢ leur limite commune. Des encadrements a,,, b, € [a;b] vrai pour tout entier n
(cf. question II.1.a) nous déduisons que la limite commune ¢ des suites (a,) et (b,) est un élément de
[a; b] (propriété des ensembles fermés: toute suite convergente & valeur dans un fermé converge vers un
élément de ce fermé).

La fonction f étant continue sur [a;b] C I, nous déduisons de la question 1.3 que les suites (f(ay)) et
(f(b,)) sont convergentes et ont pour limite f(c).

Reste alors & montrer que f(¢) = A pour conclure au théoréme. Pour ce faire, démontrons pa récurrence
sur n que, pour tout n, f(a,) < A < f(by)-

Initialisation: Au rang n = 0, nous savons que A € [f(a); f(b)] d’out f(ag) < A < f(by). La propriété est
donc vraie au rang n = 0.

Hérédité: Supposons la propriété vraie au rang n et démontrons-la au rang n 4+ 1. Pour ce faire, nous
devons (de nouveau) raisonner par disjonction des cas.

lere cas: Si f (%) < A, alors comme a,, 41 = antbn 1ous avons flant1) < A et comme by, 41 = by, nous
avons A < f(bp+1) d’ott Vencadrement f(any1) < A< f(bny1)-

2snd cas: Si f (%) > )\, alors comme by, = 42+ nous obtenons f(bpt1) = A. Enfin, de ap11 = ay,
et de I’hypothese de récurrence, nous obtenons que f(a,4+1) < A. Aussi, nous obtenons dans ce cas
Pencadrement f(ant+1) < A< f(bnt1)-

Il s’ensuit donc du raisonnement par disjonction des cas que, pour tout entier n, nous avons f(ap4+1) <
A < f(bny1), d’ott la propriété considérée est héréditaire.

Conclusion: Nous avons donc, pour tout entier naturel n, f(a,) < A < f(bn).

Par passage & la limite, nous obtenons f(c) < A < f(¢) d’out A = f(¢). On en déduit ainsi le théoréme des
valeurs intermédiaires (ie. il existe ¢ € [a; ] tel que f(c) = ).
2. Application 1: Théoréme du point fixe
Considérons la fonction auxiliaire ¢ : [a,b] — R définie par, Va € [a;b], g(z) = f(z) —x. Comme f est & valeurs
dans [a;b], nous avons g(a) = f(a) —a > 0 (f étant & valeurs dans [a;b], f(a) > a). De méme, nous avons
g(b) = f(b) — b < 0. La fonction g étant continue comme somme de deux fonctions continues, nous déduisons
du théoreme des valeurs intermédiaires qu’il existe ¢ € [a;b] tel que g(c) = 0 d’out f(¢) — ¢ = 0. Aussi, f admet
un point fixe ¢ € [a; b].
3. Application 2: Premiére formule de la moyenne
Considérons la fonction auxiliaire g, définie pour tout = € [a;b] par g(z) = [ f 9f t)dt — f g(t)dt. Ainsi,
par linéarité de l'intégrale, nous avons g(z) = fab(f(t) — f(x))g(t)dt.
La fonction f étant continue sur le compact [a; b] elle est bornée et atteint ses bornes: aussi, il existe g € [a; b]
tel que f(xo) = mingepp f(x) et 1 € [a,b] tel que f(x1) = Mar,e(q) f(2). Nous déduisons alors, par positivité
de lintégrale que g(xg) < 0 et g(x1) > 0. Or, la fonction g est continue puisque la fonction f lest, d’oil par le
théoreéme des valeurs intermédiaires il existe ¢ € [a;b] tel que g(c) = 0 d’ou f f@) f g(t

4. Application 3 Question difficile a passer sans s’inquiéter

(a) Considérons, pour tout entier naturel n non nul, la fonction f,, définie pour tout =z € [0; 1-— %] par

fol@) = f (@+3) = f(2).

Considérons la subdivision réguliére de l'intervalle [0, 1] en sous- mtervalle de longueur 2: [0;1] = ;2 [k Bl

n’ n

Pour tout k € {0,...,n — 1}, 'évaluation de la fonction f,, en g donne:
k k+1 k
n()=r(57) - ()
n n n
En sommant ces relations pour k variant de 0 & n — 1, nous obtenons:

"ifn <) —§f<kzl> —f(i) = f(1) = f(0) =0
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Distinguons alors deux cas:
lere cas: Si tous les f, (%) sont nuls, alors on peut prendre pour ¢, n’importe lequel des %, pour

0<k<n-1 Lec,= % ainsi défini vérifiera f(c,) = f (cn + i).

Cn
2snd cas: S’il existe au moins un kg € {0,1,...,n—1} tel que f (%) <0etunk; €{0,1,...,n—1} tel que
f (’%) > 0. Alors, par continuité de f,, (résultant de celle de f et du théoréme de composition de fonctions
continues), nous déduisons du théoreme des valeurs intermédiaires qu’il existe ¢,, € [%0, %] C [0; 1-— %]
tel que f,(c,) = 0 soit f(c,) = f (cn + i)
Nous déduisons ainsi, par disjonction des cas, qu’il existe toujours ¢, € [0;1 — %] tel que f(c,) =
f (cn + Ci")
(b) Soit @ € R* tel que L+ ¢ N et considérons donc la fonction f définie sur [0,1] par f(z) = cos (22£) —
T [cos (] %’T - 1). Raisonnons par ’absurde en supposant 'existence d'un ¢ € [0; 1-— ﬂ tel que f(c) =
f (c + é) En calculant la différence f(c)— f (c + é), nous obtenons « (cos (%’T — 1)) = 0. Comme é
%’T ¢ 27N et donc cos (%“) # 1. On en déduit alors que o = 0 ce qui contredit ’hypotheése o € R*.
Aussi, il n’existe par de ¢ € [0; 1] tel que f(c) = f (c+ 1).
Partie III: Réciproque du théoréme des valeurs intermédiaires

1. Soit donc la fonction f définie sur R par f(0) = 0 et Vo # 0, f(x) = sin (1 ) Remarquons déja que f est a valeurs

x
dans lintervalle [—1;1] et que f prends toutes ses valeurs sur tout intervalle de la forme I, = {m, ﬁ]
Montrons que f vérifie la propriété P. Pour cela, considérons a, b deux éléments de R: sans perte de généralité,
on peut supposer que a < b.
ler cas: Si0 < a < boua < b<0,alors la fonction f étant continue sur [a; b d’apres le théoreme de composition
des fonctions continues, nous déduisons du théoreme des valeurs intermédiaires que f vérifie la propriété P.
2eme cas: Supposons donc que ¢ < 0 < b. Comme 0 < b, pour k suffisamment grand, Uintervalle I, =

m; ﬁ} est contenu dans [0;b]. Or, la fonction f prends toutes les valeurs de [—1; 1] sur Ix: aussi, quelque
soit A € [f(a); f(b)], il existe xy € I), tel que f(zr) = A et donc f vérifie la propriété P dans ce cas aussi.
3ieme cas: Si a < 0 < b alors de méme que dans le cas précédent, pour k suffisamment grand l'intervalle

{%; m} appartient a [a;0]; comme la fonction f(z) = sini prend toutes les valeurs dans [—1;1] sur cet

intervalle nous en déduisons que f véréfie la propriété P dans ce cas.
Il s’ensuit alors que, par épuisement des cas, f vérifie la propriété P.

Pourtant, montrons que la fonction f n’est pas continue en 0. Pour cela, considérons la suite (z1),.y définie
par,Vk € N, zp = ﬂTlmwr Alors, la suite (z)) converge vers 0 et, pour tout k € N, f(xy) = sin(r/2+ 2k7w) =1
d’ott la suite (f(xy))ken converge vers 1 # f(0) = 0. Nous déduisons alors du critére séquentiel de continuité
que f n’est pas continue en 0.

2. Soit f dérivable sur [a;b] telle que f'(a) < f'(b) et soit A €]f'(a); f'(b)[. On consideére la fonction g définie sur
I = [a;b] par g(x) = f(z) — Az

(a) Les fonctions f et x — Az étant dérivables sir I, la fonction g 1’est aussi sur I, donc elle est en particulier
continue sur ce segment. Aussi, elle y est bornée et atteint ses bornes: ainsi, il existe ¢ € [a, ] tel que
g(.]?) = inf:ce[a;b]g('r)'

(b) Montrons que ¢ # a et ¢ # b. La fonction étant dérivable, nous avons ¢'(z) = f'(z) — A d’ou ¢'(a) =
f'(a) — XA < 0: la fonction g’ est donc strictement décroissante sur un voisinage [a;a + €] de a: aussi, elle
n’atteint pas son minimum en a. De méme, de ¢’'(b) = f/(b) — A > 0 nous déduisons que ¢’ est strictement
croissante sur un voisinage [b — &;b]. Aussi, elle n’atteint pas son minimum en b. Nous avons donc bien

a#cetb#ec.

(c) Ainsi, la fonction g atteint son minimum sur I'intervalle ouvert Ja;b[. Cette fonction étant dérivable sur
[a; b], nous en déduisons alors que ¢'(c) = 0, d’out f(c) = A. Ainsi, la fonction f vérifie la propriété P (dites
des valeurs intermédiaires).

(d) Considérons la fonction f définie sur R par f|gr= = 0 et f|g, = 1. Alors f est discontinue en 0, donc
ne vérifie par la propriété des valeurs intérmédiaires. Aussi, cette fonction ne peut admettre de primitive
(sinon il existerai F' dérivable sur R telle que F’ = f, et alors par le théoreme de Darboux démontré a la
question précédente, f vérifierait la propriété des valeurs intermédiaires, ce qui n’est pas).
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3. Question tres difficile et sans intérét pour la quasi totalité des lecteurs
Soit @ € I. Montrons que f est continue en a a gauche.
Si pour tout z € I, < a, |f(x) — f(a)| < € alors la fonction f est continue & gauche en a.
Sinon, il existe xg € I, o < a tel que |f(xg) — f(a)| > €. Sans perte de généralité, on suppose f(xo) — f(a) > e.
Comme f vérifie la propriété P, il existe x1 € [zo;a] tel que f(z1) = f(a) +&. Lensemble f=1 (f(z1)) étant
un fermé de IN] — oo; a], nous déduisons qu’il admet un plus grand élément: soit zo celui-ci. Nous avons donc
x2 € [x130a], f(z2) = f(a) +e. Aussi, Va € [z2;a], f(x) # f(a) +e. Supposons qu’il existe 2’ € [az;a] tel
que f(z') > f(a) + €, alors nous aboutissons & une contradiction car f doit vérifier la propriété P, donc doit
prendre toutes les valeurs de [f(a); f(2')] sur [2'; a], en particulier la valeur f(z2) = f(a)+e, ce qui contredirait
la maximalité de x5 dans lintervalle [zg;al. On en déduit donc que Vx € [z2,a], f(z) < f(a) +&. On raisonne
de méme pour prouver qu’il existe un intervalle & gauche de a dans lequel tous les x vérifient f(x) > f(a) — ¢
et on conclut a la continuité a gauche de f en a.
On procede de méme a droite: la fonction f est alors continue en a, et donc sur I.
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