Déecomposition d’un tournoi en classes acycliques.
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RESUME. La coloration d'un graphe est un praiine bien connu, recherchaatregrouper des individus dans des classes
"stables” (sans aétes dans une classe). Mais le caigetsyrétrique du graphe ne nous permet pas de élisdr un certain
nombre d’inéractions qui sont naturellement antisgtmque. En particulier, nous pouvons souhaiter regrouper les individus
dans des ensembles ord@srtels que tous les individus d’'un@me classe aient@&mes inkractions avec les indivudus hors
cette classe. Nouétudions dans ce travail une notion déadmposition d'un graphe oriehitpermettant de regrouper les
individus dans des classes prenant en compte ces demandes. Esestpns ici des aspects algorithmiques et de comglexit
combinatoire de ce probme.

MOTS-CIES : décomposition d’un tournoi, ordre, coloration, compléxit

1. Introduction

Lorsque I'on cherch& geréraliser la notion classique de coloration d’'un graphe non-@igmtes graphes
oriengs, nous trouvons dans ladithture deux approches difentes : 'une, dua [SOP 01], consista consiérer
la decomposition d’'un graphe orign€ en classes stables (sans arcs entres les sommets daume olasse) mais
en imposant 'unidirection entre les difientes classes monochromatiques (tous les arcs entres deux classes mono-
chromatiques doivent avoir lagme direction). L'autre, du& [NEU 82] ou (in&épendement) [BOK 03], consiste
a trouver la plus petite partition (en nombre de classes) des sommets du graple@ientlasses acycliques,
sans conditions sur les arcs entre les classes monochromatiques.
Nous proposons alors l'introduction de la notionddécomposition d’un graphe orign€&; commeétant la par-
tition de I'ensemble des sommetsenk classes telle que : (1)- les classes monochromatiques soient acycliques
et (2)- les classes monochromatiques sont en unidirections les unes par rapport aux autres (ie : tous les arcs entre
deux classes de colorations sont dans éma sens).
La k-decomposition d’'un graphe orignty propo£e ici est donc uneé&tomposition radiane entre les deux
géréralisations preédement ciées.

2. Exemple

Un zoo fictif dispose de. primatesa repartir de telle magire a reconstituer des clans. Par I'observation du
comportement des primates, il estéade conntire, étant doné deux individus A et B, leur relation hierarchique :
soit A domine B soit B domine Asoit A et B sont indirents I'una l'autre. Une premére neéssié consistea
former des clans hierarct@gindependement les uns des autres) : il est d@uessaire que le graphe des relations
entre les individus d’'un @me clan soit acyclique. Mais, lors de la mise eespnce des d#éfents clans dans un
méme espace, une seconde condition pour s'assurer de la étdbiitclans est que les @ifents membres d'un
méme clan aient une attitude similaire face aux individus d’un autre clan. Ainsi, par exemple, tout individus du



clanC, devra dominer o@tre indifferent aux individus du cla@’s si 'un des membres d€'; domine I'un des
membres de€’s.

Recherchea trouver la epartition des primates optimale afin d’obtenir le plus petit nombre de clans possible re-
viensa trouver le plus petit entidrtel gqu’il existe unet-décomposition du graphe des relations entre legifits
primates.

3. Complexite

Soit k un entier. Nous pouvons montrer qu'il existe ugduction de Turing du probime dek-décomposition
au probéme dek’-coloration orieré di a [SOP 01]. De plus, il existe unéduction (similaired la premére) de
ce probéme au prolime classique d&”-coloration d’'un graphe non origntCe dernieétant NP-complet, la
NP-compétude des deux premiers s’ensuit.

4. Le cas des tournoi

Remarquons &a que poufT tournoi, les classes monochromatiques obtenues pak-a@geomposition sont
des ordres.
Soit z un sommet d€". Nous appelons (s'il existgdlus grand successeur dele sommet:™ de T définit par :
[ (xzt) =T%(z)\ {z}, ou'"(x) désigne 'ensemble des successeurs du somméstons que, dans le cas des
tournoais, le plus grand successeundest recessairement unique s'il existe.
Nous montrons que si™ n’existe pas, alors le sommetest recessairement le plus petit sommet dans l'ordre
induit par sa classe monochromatique.
De plus, nous pouvons montrer gque, si le sommeexiste, nous pouvons le suppoésre dans la i@me classe
monochromatique que sans augmenter le nombre de couldude la solution.
Cela nous condu@ demontrer qu'il y a unicié de lak-decomposition minimalétant dongé un tournoirl".
Il existe des propétés synétriques pour le plus petit pdecesseur:~ dex, définitpar:I'~ (z7) =T (x) \ {=~ }.
Ces consiérations nous aemea introduire I'algorithme suivant :

Entr éeUn tournoiT.

Sortie L'entier £ minimum tel qu'il existe uné:-decomposition d€” ainsi que cetté-décomposition,
donrée par les marquesV/ (z),z € V(T)}.

Initialisation: Pour tout sommet € T, M (x) = 0.

Soitk un entier, initialement nul.

Tant qu'il existe un sommet x de marqdé(z) = 0, faire :

k—k+1

vV <— .

M(v) « k.

Tant quev™ existe faire :
v vt
M) =k.

Tant quev— existe :
V— v
M(v) = k.

Ainsi obtenons-nous un algorithme polynomial permettant de donniedécomposition minimale d'un tournoi
T. La famille des tournois est donc une classe polynomiale pour cegonebl



5. Tournois indéecomposables.

Par un argument probabiliste, nous pouvoesdntrer que la probabititqu’un tournoi aatoire ayant n som-
mets soit inécomposable tends vers 1 quand n tend vess. A titre d’exemple, les tournoiséguliers sont
indecomposables (car quelque soit le sommet T, les sommets™ etz ne peuvent exister).

C’est pourquoi nous nous rtessons plus ggifiqguement ces tournois. En nous inspirant de [NEU 84], nous
déefinissons parmi ceux-ci les tournois sommets-critiquegdathposables (SCI) comng&ant les tournoig’
indécomposables tels que pour tout sommete 7', le sous-tournof” \ {z} soit ¥’-décomposable, aveld <
V(T)| - 2.

Si T est SCI, alors pour sommet del’, le sous-tournof” \ {u} est par éfinition decomposable, donc il existe
deux sommet$i,, j,,} deT \ {u} ayant némes successeurs eémes pececesseurs dars\ {u}.

A ce tournoiT’ SCI, nous associons alors le graphe non ogéhtiefinit par :

e Les sommets dé& sont les sommets dE.

e Les aktes dei sontles{iy, ju fuev (1)

Rappelons la &finition d'un tournoi circulant Cs;11(1,2,3, ..., j) est le(2j + 1)-tournoi dont 'ensemble des
sommets esfl1, 2,3, ...,2j + 1} et dont 'ensemble des arcs dst; 0 < v — u < j mod[2j + 1]}.

Nous proposons la car&etisation des tournois SCI suivante :

T est SClI si et seulement si le graplieassode a7 est union de tournois circulants.
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