Jf. Culus

EC 121. Analyse

Solution Capes 2014 Sujet 2, Pbr 2'

Partie A. Quelques études d’existence et d’unicité

1. (a)
(b)

Non, il existe des fonctions discontinues admettant des points fixes sur I.

Non, car on ne précise pas que I est stable par f (ie. f(I) C I). Aussi, on peut prendre des fonctions continues
n’admettant pas de points fixes sur I, comme par exemple la fonction z — —z sur I = [1;10].

2. Considérons donc la fonction g définie sur I = [0; 1] par g(z) = f(z)—z. g(0) = f(0)-0=1>0et g(1) = e -1 < 0.
La fonction f étant continue, nous déduisons que la fonction g 'est aussi. Il s’ensuit alors que, par le théoreme des
valeurs intermédiaires, g s’annule sur I = [0;1], c’est-a-dire qu'’il existe ¢ € [0;1] tel que g(c) = 0, soit f(c) = ¢
Ainsi, ¢ est un point fixe de la fonction f.

Nous déduisons I'unicité du point fixe de f de la stricte monotonie de la fonction g. En effet, la fonction f est dérivable

d’apres le théoréme de composition des fonctions dérivables, donc g 'est aussi et nous avons ¢'(z) = —e™* —=1 <0
sur I = [0;1]. Aussi, la fonction g est strictement décroissante, donc elle admet un unique zéro sur intervalle
I=10,1].

3. On suppose que f est continue sur [a;b] et f([a;b]) = [a;b].

(a)

Considérons la fonction g définie sur [a; b] par g(z) = f(x) —x. Alors, la fonction g est continue comme somme
de deux fonctions continues et g(a) = f(a) —a > 0 alors que g(b) = f(b) —b < 0. La fonction g étant continue
sur [a;b], nous déduisons du théoréme des valeurs intermédiaires que g s’annule sur [a;b]. Aussi, il existe
¢ € [a;b] tel que g(c) =0, d’out f(c) = ¢, c’est-a-dire que f admet un point fixe sur [a;b].

Supposons de plus f strictement décroissante sur [a;b]. Alors la fonction g définie par g(z) = f(z) — = est elle
aussi décroissante comme somme de deux fonctions décroissantes. Il s’ensuit que, d’apres le théoreme de la
bijection, g réalise une bijection de [a;b] sur g([a;b]) = [a;b] d’ou il y a unicité du point ¢ vérifiant g(c) = 0, et
donc unicité du point fixe de f.

Si f est strictement croissante sur [a; b], alors nous ne pouvons pas conclure, c¢’est-a-dire qu’il existe des fonctions
strictement croissante admettant plusieurs points fixes, comme par exemple la fonction x — = définie sur [0; 1]
(tous ses points sont des points fixes).

Partie B: Etude d’une suite convergeant vers un point fixe
Soit o € R% et f la fonction définie sur R par f(z) = 2? — a et g définie sur R’ par g(t) = % (t + %)

1. (a)
(b)

()

Soit g € Ry. o est un point fixe de g si et seulement si xg + 9%0 = 2xg, ie. 22 = a. Il s’ensuit alors que x

2_a=0.

point fixe de g si et seulement si x
Soit ¢t € R%. L’équation de la tangente & Cy au point d’abscisse t est y = f/(¢)(z—t)+ f(t) = 2t(z—t)+t* —a =
2tz — (2 + ).

Cherchons Pintersection de cette tangente avec 'axe des abscisses; nous cherchons donc x vérifiant 2tz — (¢2 +
a) = 0, soit & = %(If2 +a) = % (t + %) = ¢(t). Ainsi, l'abscisse du point d’intersection de la tangente avec
laxe des abscisses est le point d’abscisse g(t).

A FAIRE ICI

1

Un

2. Soit (uy) la suite définie par ug € R% et, pour tout entier naturel n, u,41 = 5 (un + & )

(a)

Supposons que ug = y/a. Alors, nous avons u; = y/a. On montre alors par une récurrence (facile) que, pour
tout entier naturel n, u,, = /a d’ou la suite (u,) est stationnaire.

Démontrons par récurrence sur 'entier n > 0 que u,, existe et que u,+/a.

Initialisation: uy = % (uo + u%) existe. La fonction g étant dérivable, nous avons ¢'(t) = % Aussi, ¢’

s’annule uniquement en /o, ¢' < 0 sur |0;y/af et ¢ > 0 sur ]\/a;+oo]. Aussi, la fonction g atteind un
minimum en /«, avec g(y/a) = /a. Par stricte monotonie de g sur les intervalles |0; v/a| et |v/a; +o0|, que
pour tout t € R% , t # \/a, g(t) > /. Il s’ensuit donc que u; = g(up) > v/a.

Hérédité: Supposons, pour n > 0 fixé, Uexistence de u,. Alors, u,+1 = g(u,) existe et vérifie u, 11 > o
Conclusion: Nous obtenons que, pour tout entier naturel n non nul, le terme u,, existe et vérifie u,, > /a.
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(b) On suppose donc & présent que ug # /a. Considérons donc la tangente & la courbe Cy au point de coordonnées
(un; f(uy)). D’apres la question 1.2, nous savons que I’abscisse du point d’intersection de cette tangente avec

Paxe des abscisses est g(u,) = % (un + ﬁ) = Up+1. Nous obtenons donc la formule demandée.

2
(¢) Nous avons, pour n > 1, upt1 — Uy = % (ug — un> = O‘QU“". Par B.2.1 nous savons que u, > +/a donc
n mn

Upt1 — Up < 0. Aussi, la suite (u,) est-elle décroissante & partir de u;.

(d) La suite (u,) est donc décroissante (question précédente) et minorée par /o (question B.2.1), donc par le
théoréme des suites monotones, la suite (u,) est convergente. Soit £ sa limite. Celle-ci vérifie £ > /a. Par
continuité de g en ¢, nous pouvons passer a la limite dans l'inégalité u,+1 = g(u,), vraie pour tout entier
naturel n, ce qui donne par unicité de la limite que £ = g(¢). Ainsi, £ est un point fixe de g. Or, par la question
B.1.1, nous savons que I'unique point fixe de g est v/, d’ou la suite (u,,) est convergente et de limite \/a.

(e) On suppose ici que a = v/2. Nous avons u,, 11 —v/2 = % (un + l) —% (\/Q + %) = % (un + ul -2 - %) =

Un

2
i (u% — 2\/§un + 2) = i (un — \/5) . Comme nous savons que u, > \/5, nous obtenons que i < % =

g d’ol1 nous obtenons que
V2
‘un+1 - \/i‘ < T|un - ﬁ|2
Aussi, la convergence de la suite (u,,) vers v/2 est quadratique.

Partie C. un théoréme du point fixe

1. Supposons la fonction f contractante sur I: aussi, il existe v € [0; 1] tel que, pour tout (x,y) € I, |f(z) — f(y)| <
Ve —yl.
Soit alors € > 0 et posons & = £. Soit « € I quelconque. Nous avons alors, pour tout y € I vérifiant |z —y| < a = %,
que |f(z) = f(y)] < y|x —y| =& d’ou f est continue en = € I. Comme 2z quelconque dans I, il s’ensuit que f est
continue sur /.

2. (a) Comme I est stable par f, pour tout entier naturel n, u,4+1 = f(uy) est bien défini. Il s’ensuit que la suite
(up,) est donc bien définie.

(b) Soient (n,p) € N2. Démontrons déja que si f est une fonction contractante de coefficient de contractance
v € [0;1], alors f™ = fofofo...of est contactante de coefficient de contractance v™. Pour ce faire,
n fois
raisonnons par récurrence sur ’entier naturel n > 1.
Initialisation: Pour n = 1, nous avons |f(x) — f(y)| < 7|z — y| donc la propriété est vraie au rang n = 1.
Hérédité: Supposons la propriété vraie a un rang n > 1 fixé, et démontrons-la au rang n + 1. Nous avons
[f7 @) = )l = 1 (@) = £ W) | <A (@) = [ ()] < 7 x 9" |z — y| d'olt la propriété est vraie
——
=n+l
au rang n + 1.
Conclusion: Ainsi, si f est contractante de coefficient de contractance v, alors f* = fo fofo...of est
|

n fois
contractante de coeflicient de contractance v™.

A présent, considérons |ty4p —Un| = Z;Lffl U1 — Uk ‘ Par inégalité triangulaire, nous avons |1, — ty| <
PP g — k] = S0P R () — fF (o) = SR AR luy — |, ot Vinégalité demandée.

+p—-1
premier terme 7" et de raison vy, d’olt ZZZZ_

~* la somme des premiers termes d’une suite géométrique de

k _ 1-9P

V=T
i . . n+p—1 L

Comme v € [0; 1], nous avons la majoration ), """~ v¥ < v

Nous reconnaissons dans I'expression » .

"ﬁ d’ou la majoration

[Un4p — Un| < lur — uo|

L=y

(c) Comme v € [0;1], nous obtenons par le critére des suites géométriques la convergence de la suite (y™) vers
0. Aussi, pour tout € > 0 il existe N € N tel que Vn > N, 17_—7|u1 — ug| < &. Aussi, la suite (u,) est-elle de
Cauchy. Comme R est complet, elle est donc convergente. Comme la suite (u,) est & valeur dans le fermé
I = [a; b], elle converge dans I.
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3. Soit ¢ la limite de la suite (u,). Comme f continue sur I donc en ¢ € I, nous déduisons, en passant & la limite dans
Upt+1 = f(un) que £ = f(€). Aussi, la fonction f admet bien au moins un point fixe ¢ € I.
Par ailleurs, supposons ¢ point fixe de £ sur I. Comme f est contractante sur I, il existe v € [0;1] tel que
[f(0) — f(€)) < vl —=1|. De f(£) =L et f(£') = ¢, nous déduisons que £ = ¢ (sinon, nous aboutissons & une
absurdité puisque v < 1).

4. Soit f : I — I une application contractante définie sur le segment I non vide. Alors f admet un unique point fixe
dans I.

5. Nous avons que la suite (u,,) converge vers £ point fixe de f et comme f contractante nous avons |un4+1—4| < v|u,—¢|.
Aussi, la vitesse de convergence de (u,) vers £ est au moins géométrique.



