Jf. Culus Les ensembles classiques

Developpement en fractions continues
Solution.

Jean-Francois Culus !
[.LU.F.M. de Martinique

Partie I: Etude d’un exemple.

1. La suite p est bien définie pour tout entier naturel n. Montrons déja que la suite p ainsi définie est minorée par
1. Pour ce faire, procédons par récurrence: posons H,, la propriété p, > 1.

po =1 et donc p; = % > 1: les hypotheses Hy et Hi sont donc vraies.

1

oo ce qui implique bien
n

Soit & présent n un entier positif, et supposons que H,, soit vraie. Alors p,+1 =1+
Pn+1 > 1. Ainsi, nous avons bien Vn > 0, p, > 1.

Méthode Pour étudier le comportement d’une suite récurrente u,+1 = f(uy), on résoud déja ’équation ¢ = f(¢).
Pour établir la convergence de (u,) vers £, il faut alors exprimer |u,4+1 — £| en fonction de |u, — £|.

Recherchons les points fixes de f: nous avons f(¢) = ¢, si et seulement si £ est une racine de I’équation du second

degré 2 —1 —1 = 0. Les solutions de ce trinéme sont 1+T‘/5 et % Comme nous savons que p, > 1 pour tout
entier naturel n, nous déduisons que la seule limite possible de p est £ = %

: . _ 1 _1_ t—py . 1
Pour tout entier n, nous avons: pypi1 — ¢ = - — ¢ = L. Pour n > 1 nous avons: [pn+1 — €| < 7|pn — €|. Par

récurrence implicite, nous obtenons: Vn € N, |p, — £| < 7= |po — 4.

2. Posons b_; = 1. Ainsi, by = b, +b_1 = 1 et donc la suite (by—1)nen appartient & ’ensemble E(u) (avec u la
suite constante & 1). De plus, nous avons b_; = ag et by = ay: or, puisqu'il y a unicité des suites a et b, nous en
déduisons que la suite (b,—1)nen est égale & la suite a. Ainsi, Vn € N, b, = a,41.

3. Les racines de I'équation 2% — 2 — 1 = 0 sont £ et =* (Pensez a la forme X? — SX + P = 0). Ainsi, nous en

déduisons l'existence de deux réels A et p tels que b, = AM"™ + (:—Ll)n avec (conditions initiales) A4+ pu =by =0
et M — L =1.
[

Méthode On rappel que 'ensemble des suites solutions de cette relation de récurrence d’ordre 2 est un espace

vectoriel de dimension 2. Or, les suites (£"), .y et (%)n cn sont solutions de cette relation de récurrence et sont

linéairement indépendantes: aussi, toute suite solution est de la forme A\™ + p (%)n Pour déterminer X et p, il
suffit de vérifier les conditions initiales de la suite b.

1
. )\+ﬂ:0 N )\:Z«fl . . , . * n —1\"
Le systeme { M1 conduit & { . . Ainsi déduisons-nous que Vn € N*, b, = Ax (0" — (F)").

4. De la relation I.2., nous obtenons:

g1 _ bo _ = (F) 1 - (F)"
7 H)"

ntl — y _
e )

bn+1 bn+1 - yn+l _ (

|

2—>

Ainsi la suite (‘g—") converge vers %.
"/ neN

5. Montrons cette formule par récurrence sur n. Au rang n = 0, nous avons ‘Z—; =1= p%’ donc la formule est vraie
au rang 0. Supposons-la vraie au rang n et démontrons-la au rang n + 1. Nous avons:

ap+3 — bn+2 =14 bn+2 — 14+ bn+2 o 1

bnis  bny2 +bnia bni1 Gpy2 P2

L’écriture sous forme de fractions continues se démontre en itérant la relation de récurrence vérifiée par p,41.

Eneﬁet,pn+1:1+i:1+ﬁ:

Pn—1
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Partie II: Fraction continue associée a une suite strictement positive.

1. Soient z et y deux suites de F(u), et soient A et u deux réels. Alors la suite Az + py vérifie, au rang n + 2, la
relation de récurrence suivante:

Axn+2 + WYnt2 = A (unxn—i-l + xn) + u (unyn+1 + yn) = un()“r + Ny)n+1 + (/\I + ,uy)n—H'

Il s’ensuit alors que la suite Az + py € E(u). Aussi E(u) E(u) est-il un R-espace vectoriel. Les suites a et b sont
des éléments de E(u) linéairement indépendantes (le déterminant agby — a1b1 est non nul). De plus, pour toute
suite x € E(u), nous avons x = xga + x1b (i.e. la suite y = x — (xpa + x1b) est nulle). Aussi Vo € E(u), © est
combinaison linéaire de a et b, d’ou E(u) est un R-e.v. de dimension 2.

| Méthode On ne peut pas montrer par récurrence cette propriété qui est trop faible. Il faut alors en montrer une

plus forte, c’est & dire que V(a; 3) € R?, il existe une suite telle que (az(, ), E;’)H ) = (a; 3). L’existence d’une telle

suite au rang p permet d’assurer I’existence d’une nouvelle au rang p — 1 qui vérifie la méme propriété.

Montrons par récurrence sur p que, V(a; 3) € R?, il existe une suite telle que (a]gp); agll)) = (a; ). Au rang

p = 0, nous pouvons considérer la suite x = aa 4+ Bb. Supposons a présent la propriété vraie au rang n.
Alors U,(,ﬁ-)l = uppod) + cr(p ) Or, par hypothese de récurrence, il existe une suite o® telle que o) = a et

z(f&-)l = B — upt1a. Il s'ensuit alors que cette suite vérifie la propriété (op ), I()p_)l) = (a; B — upt1cr). Ainsi, par
le théoréme de la récurrence, nous en déduisons ’existence, pour tout couple (; B) d’une suite de E(u) vérifiant

(O'Z()p)70'1(f:21) = (a; 3). En particulier pour («o; ) = (1;0).

3. Par IL.2. nous savons qu’il existe des suites c®~1), ¢(?) et ¢(P+1) telles que (az(f_ﬁl); az(ff;)) = (1;0). Considérons

la suite X = —u,0® + ¢P~1). Etant combinaison linéaire de suites de E(u), nous en déduisons que X € E(u).

Méthode Pour montrer que la suite X est égale & la suite 0P+ nous allons calculer les indices X, et X, o;
si nous trouvons 1 et 0, comme X € E(u), se sera la suite ot

Xp+1= (p) —s—ol()i_ll) = —up x 0+ (up 10p— 10(p R +a(p 1)) 1.

D’autre part, nous avons:

Xpto = upal(fgz + U;ﬁ_;l) = —up (upog_fl + az(f))) + (upaz()ﬁ_l )+ O'I()p_l)) =—up,+u,=0

Ainsi identifions-nous la suite X avec la suite o**t1) de E(u).

(n) —
4. (a) Nous avons: ,0,(6”) = [(fn’?'_l). Or, par définition de la suite o™= nous avons a( ) =0 et U(" -
Tk
Ainsi, par la relation de récurrence vérifiée par o™~ nous en déduisons que si k > n, alors O',(fn_l) >0 (la
suite u étant strictement positive). Ainsi la suite p,(C") est-elle bien définie pour k > n.
o™ (n)
(b) Soit k > n+ 1. Nous avons: pé ™ = (n 5 = (”’Si = (n+1) (d’apres la formule établie en 4.b.
oL Un o), ot
nt =y
ot
9 . (") _ 1
11 s’ensuit alors que p;, ~ = PO
Nous avons 5@ — Ttz op oD _p ffet DosE par hvbothese o-1 = b) et 0@, —
(c) Nous avons p,y, = mEDE T, 0,45 = buya (on a en effet posé par hypothese o =b)et 0, 9 = Gni2
puisque g est I'unique suite de F(u) vérifiant oy = 1 et o] = 0: nous reconnaissons alors la suite a.
i t 1 ite de £ drifiant of = 1 et o) = 0 i lors 1 it il
s’ensuit que p7(10+)2 = %. Par suite, en itérant ’écriture obtenue en 4.b. nous obtenons:
An+2 1 . .
= I (il y a n 4+ 1 barres de fractions)
bn+2 ug + wny
unfl*.’ﬁ
5. (a> an+1bn - anbn+1 = (unflan + anfl)bn - an(unflbn + bn71> = - (anbnfl - anflbn)- On note Tn =
An+1bn — apbyi1: NoOUs avons o = —1 et par récurrence (simple) on a v, = (—1)"1.
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(b)

Nous pouvons déja remarquer que, puisque la suite b vérifie la relation de récurrence b, 49 = Unbpy1 + by
et que u, est toujours positifs, la suite (b,) est croissante & partir du rang 2. De plus, nous avons by =
ugby + by = ug et bs = uibs + by. Ainsi, posons a = Min(1;ug). Alors by > «a, bg > uia + @ = aug + 1).
Par itération du procéssus, nous obtenons que Vn > 2, b, > a(up—1 + Up—2 +---+u1 + 1). Or, la suite
(un) ne tend pas vers 0, donc la série > u,, diverge (vers 400 puisque les suites partielles sont strictement

croissantes). Aussi la suite (b,) est-elle divergente vers +oo.

Montrons que les suites (32*) et (Z;” *) sont adjacentes.

Q2nt2 _ Gzn  _ Q2n+42bon—aanbanio
bant2 ban L bany2ban
ooy (U2n02ng1 + G2n)bon — azn(Uuznbani1 + ban))
1 (1)t
banbans Un (a2n+41b2n — a2nboni1) = T <0

Il s’ensuit que la suite (%) est décroissante. On montre de méme la croissance de la suite $2*=*. Enfin,

comme nOus savons que an4+1by, — apbp1 = (—1)", d’olt en divisant cette relation par b an > 0, nous
An+1 a ( 1)

obtenons: T b = bob, hous en déduisons que la différence de ces deux suites tends vers 0 quand
n n
n — +o0o. Les suites ( ) (ZZ” 1) sont adjacentes.
2n=1 /) p>1

Les suites extraites (Z?ﬂ) et (‘Z;‘“—*i) étant convergentes et de méme limite, nous en déduisons que
"/ n>1 e n>1

la suite (Z—”) est convergente. En faisant apparaitre une série télescopique, nous obtenons:
n

n—1 n—1
an N~ (e ar) o~ (DM
bn_z< bk>+b1_z .

= \brt1 = brbrgr

Ainsi obtenons-nous la convergence de la série >, -, % qui a méme somme que 7*. De 4.c. nous

déduisons la derniére écriture sous forme de fractions continues.

Les suites a et b forment une base de E(u) et zga + x1b est la décomposition de = dans cette base.

Si z est de limite nulle, alors (a fortiori puisque b, — +00 quand n — +00) hmnﬂ+OO Zn — (. En utilisant
la précédente décomposition, nous obtenons:

a
o + 1 — 0.
by

Nous avons donc bien zgf + 1 = 0.

Nous savons déja que “j" L <0< 222 §ixy > 0 nous obtenons alors Uencadrement: zo,—1 < 0 <z, (le

cas rg < 0 conduit a I’ encadrement mverse7 ce qui ne change pas la conclusion). Ainsi, zg,_1 et za, sont de

. ’ _ 1 . _ _ 1
signes opposés. OT, an11bp—anbyy1 = (=1)"T1 d’ott Xy 1 1bp —Tpbni1 = To(Anr1bp—anbpi1) = (—1)" g
Aussi Vn > 1 nous avons |Z,bp4+1] < |2o|. Or, comme (b,,) tend vers +o0, on en déduit que z, — 0.

Partie III: Développement en fraction continue de fonctions particulieres

Dans cette partie, la suite u est définie par u,, = (2n + 3)r ou r est un réel strictement positif fixé. On pose aussi

U_1 =TrT.

1. (a)

n est une fonction polynomiale, donc de classe C*°. De plus, nous avons:

n+1 242 — 1\ " 22t
hon(t) = ( ) )

(n+1)! 2r 2r

En dérivant une seconde fois, on trouve apres quelques calculs:

‘PZ-&-Q (t) = Unpni1(t) + @n(t).
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(b) Montrons que x,4+2 = UpTpt1 + Tpn. Pour ce faire, effectuons deux intégrations par parties:

1/r 1/r 1/r
Tnt2 = f {/r Pn(t)dt = [$0;z+2(t)et] ~1/r *f i/r Pria(t)e'dt

1/r 1/r
- [(pn+2 t ]_1/1« + f {/7« SDnJrZ tdt

En utilisant la formule précédente, nous en déduisons que

1/r
Tpao = / (Un@n+1(t) + ©n(t)) eldt = uppi1 + Tn.
—1/r

Aussi z € E(u).

2. (a) lpa(t)] =

2,2
rt 1‘ < L. Donc pa(t) < 4 (£)".

2r
1r 11N 1 /1\"
|wn|—/ Je'dt| < / lon(t)e| dt < ( ) / etdt§'<> 2e/7.
—1/r 2r —1/r n! \ 2r

Par les croissances comparées, nous déduisons alors que z,, tend vers 0 quand n — +oo (car a™ = o(n!) en
+00).

Remarque 1 (Démonstration: si a € Ry alors o™ = o(n!))

AN quand n — +oo. L’astuce consiste & décomposer % = II}_

Pour se faire, nous allons démontrer que %r

1%

Ainsi, il existe un entier naturel N tel que < N. Pour n > N, nous avons: % (T, 2) (Hk Nt1 k) <
n—N n

(T, 2) (ﬁ) . Or, %1 <1 ce qui implique la convergence de la suite (NLH) vers 0. On conclut par le

théoréme des gendarmes...

(b) Nous savons, d’apres la question I1.6.b que ¢ = ;”gl Déja € = [3r;5r;Tr;--- 5 (2n + 3)r;---]. 1l reste &
calculer ¢ par une autre maniere: par I1.6.b nous savons que xof + x1 = 0, soit £ = —%. Ainsi, calculons
xo et 7.

1/r
xTo = / etdt = e'/" — e = 2sh(1/r).
—1/r

D’autre part, nous avons:
1/r 242 _ 1 1/r o2 , 1/r
1 =/ TV m et = —/ " etdt = — [tre! }1/1/ —l—/ retdt.
—1/r 2r —-1/r 27’ —1/r

Nous obtenons ainsi finalement: x, = —2ch(;) + 2rsh(;) — . D’ot, finalement: th(}) = 7. En utilisant
I’écriture obtenue pour ¢ sous forme de fractions continues, nous obtenons:

th (i) = Tif =[r;3r;5r;- - ;(2n+ 3)r; -]



