TUFM Martinique Nombres et polynémes de Bernoulli

Probleme: Nombres et polynémes de Bernoulli

Partie I: Définition des nombres et polynéomes de Bernoulli

On appelle nombres de Bernoulli les coefficients by, vérifiant la relation suivante:

bp=1
V=1, Yp_ ("o = 0.

1. Déterminer by, by, b3 et by.
2. On appelle polynémes de Bernoulli les polynomes B, (X ) définis par:

¥n>1, Bu(X)=Y (Z) b X

k=0

a. Donner sous forme développée By (X), Ba(X), B3(X) et By(X).
b. Montrer que, pour tout entier naturel n > 1, B} (X) = nB,_1(X).
c. Montrer que, pour tout n > 2, B, (1) = By, (0).

d. Montrer que, pour tout n > 1, B,(X + 1) — B, (X) = nX"L.

Partie II: Utilisation de I’endomorphisme A
1. Soit n € N* et considérons A l'application de C,,[X] — C,[X] définie par
VP e C,[X], A(P)(X)=P(X+1)-P(X).

a. Montrer que A est un endomorphisme de C,,[X].

b. A est-il injectif 7 Déterminer I'm(A).

c. Donner la matrice M de A dans la base canonique B = (1; X; X?; X3;-.- ; X™).
2. Calculer A(By)(X).

a. Calculer I'image du polynoéme (—1)"B,(1 — X) par A.

b. En déduire 'égalité B, (1 — X) = (—1)"B,(X).
3. Démontrer qu’a ’exception de by, tous les nombres de Bernoulli d’indice impair sont nuls.
4. Soit n € N*.

a. Soient (k,n) € N* et S,(k) = 1" + 2" 4+ 3" + --- + k™. Donner une expression de S, (k) en
fonction de By41(X) et By11(0):

b. En déduire une expression simple de S3(k — 1) pour k > 3.

Partie III: Développement en série entiere de la fonction g

Dans cette partie, nous considérons la fonction g : C\ 2i7Z — C définie par:

9(2) =545 VzeC*

1. Le but de cette question est de montrer que cette fonction est développable en série entiere au
voisinage de zéro. On suppose l'existence d'une suite réelle (a,)nen et de R € RY tels que:

[e.e] zn
VzeC,|z| <R = g(z2) = ZQ”H'

n=0



TUFM Martinique Nombres et polynémes de Bernoulli

a. En considérant la fonction h : z — 3 (g(z) — g(—=2)), montrer que pour tout entier naturel p > 1,

agp+1 = 0. Calculer ay.

b. Montrer alors que la suite (ap)nen Vérifie ag = 1 et Vn > 2, ZZ;(l) (Z) ar = 0.

Que constatez-vous?

c. Montrer que si la suite (a,)nen vérifie les relations 1.b, alors Vn € N| |a,| < nl.

d. En déduire que g est développable en série entiere au voisinage de 0 et que sous rayon de
convergence, R vérifie 1 < R < 2.
2. Montrer, pour tout réel z, que la fonction z € C — g(z)e** est développable en série entiere
sur le disque centré en 0 et de rayon R. On notera, Vz € C, |z| < R, g(2)e*® = Y0 Ap(2)Z; ce
développement en série entiere. Nous définissons ainsi une suite de fonctions réelles (A, )nen.
3. Montrer que, ¥Y(n,z) € Nx R, A,(z) = >}, ( )akx" k Que remarquez-vous alors?

zx

Partie IV: Etude d’une série de Fourier

Pour tout entier naturel n, on désigne par B,, 'application de R dans R qui est 1-périodique, dont
la restriction a |0; 1[ est By, et telle que B,,(0) = 3 (B, (0) + By (1)).
1. On s’intéresse dans cette question a la régularité des fonctions B,,.
a. Expliciter By. Expliciter By (x) pour tout réel x et vérifier que By est de classe C! par morceaux.
b. Si n > 2, montrer que B, est contlnue sur R et de classe C' par morceaux.
c. Trouver une relation entre Bn et B, sur R \ Z.
2. Etudier la parité de B,, suivant celle de n (on pourra raisonner par récurrence).

3. Pour tout n € N*, on pose
1 1
Viect(o;1]), an(f) = 2/ f(t) cos(2nmt)dt; et [Bo(f) = 2/ f(t) sin(2nwt)dt.
0 0

a. Pour n € N* et k € N, trouver une relation de récurrence entre o, (Byi1) et B3,,(By).
b. Pour n € N* et k € N, trouver une relation de récurrence entre (3,(Bg11) et o, (Bg).
4. On s’intéresse a présent a la convergence de la série de Fourier.
a. Calculer ag(Bag) et B, (B1).
b. Pour n et k entiers naturels non nuls, calculer 3, (Bag11) et a,(Bay) en fonction de n et k.
c. Etudier la convergence, sur R, des séries de Fourier des Bj,.
En déduire les développements:

Vk > 1,Vx € R, 22 1r2 Bop(z) = (—1)F1(2k)!1 Y00 ICOS;?;M)
VE> 1V € R, 2% By(e) = (—1)F 2k 4 1) 5, G

5. On désigne par ((x) la somme de la série
n=0 n

a. Exprimer ((2k) pour k € N* en fonction de bo.
b. En déduire les valeurs de ((2) et ((4).



