TUFM Martinique Nombres et polynéomes de Bernoulli

Solution du probleme sur les nombres et polynomes de Bernoulli

Partie I: Définition des nombres et polynémes de Bernoulli

1. Nous savons que by = 1. by est donné par la relation: (g) bo + (?) b, = 0, soit by = —%. by vérifie la relation
(Yoo + (3)b1 + (3)b2 = 0 d’olt I'on obtient by = L. by vérifie (3)bo + (5)b1 + (5)b2 + (3)bs, soit by = 0. Enfin, by
vérifie (2)bo + (3)b1 + (3)b2 + (5 )b3 + (3)ba = 0, s0it 1 —5/2 +10/6 + 5bg = 0 d'ott Pon tire by = —1/30.
2.a. Nous avons: By(X) =z—3. Bo(X) =2?—a+§. B3(X) =% 327+ Jo. By(X) =a* - 223422 — 55.
2.b. Remarquons que (n — k) (Z) =(n—k)x g (Zik), Ny EZ i)'k), = n( ) La fonction X — B, (X)
étant une fonction polynomiale, elle est C* sur R, donc en dérivant, nous obtenons

n—1

B;(X)Z(nk)bk( >X" ket ank< >X” 1=k — nB,_1(X).

k=0

2.c. Bp(1) =00 ())br =bn+ Zz;é ()b Or, par construction des by, nous avons ZZ;& (%)br = 0 donc
B, (1) = b, = B,(0).

2.d. Raisonnons par récurrence. Posons P, la propriété B, (X + 1) — B, (X) =nX""L.

Montrons que P; est vraie. Par 2.a, B1(X) = X — 3 donc B,(X + 1) — B, (X) = (z + 1) -3-(X-3) =
1=1x XY donc la propriété P; est vraie.

Considérons a présent n € N* et supposons la propriété P,, vraie. La fonction g : @ — By, 41(X+1)—Bp41(X)
est une fonction polynomiale, donc est dérivable. Nous avons alors:

[N

d

§(X) = 2 (Bua(X +1) = By (X)) = (Bya (X + 1) = By (X)) = (n+1) (Ba(1 + X) = Bu(X)) (par 2.b)

Ainsi, par hypothese de récurrence:

d

% (Bn41(X +1) = Bpp1 (X)) = (n+ 1)nX" .

g'(X) =

Les fonctions polynomiales étant continues, elles sont intégrables; en intégrant entre 0 et X, nous obtenons:

/X g (t)dt = /X(n + Dnt"tdt. soit g(X)—g(0) = (n+1)X".
0 0

Or, g(X) — 9(0) = Bpy1(X +1) = Bpy1(X) = (Bnt1(1) = Bp41(0)) = Byy1 (X + 1) — Bny1(X) puisque, par
2.c. Bpy1(1) = B,+1(0). Ainsi nous prouvons que P41 est vraie.
Il s’ensuit, par le théoreme de la récurrence, que la propriété P, est vraie pour tout n > 1.

Partie II: Utilisation de I’endomorphisme A

l.a.
Méthode Pour montrer que c’est un endomorphisme de C,[X], il faut vérifier que A;Cp[X] — Cyr[X] est
linéaire.

Déja, nous constatons que 'image d’un polyndéme de degré au plus n par A est un polyndéme de degré au
plus n, et donc A : C,[X] — C,[X].
Soit (A, u) € R? et (P, Q) € C,[X]. Alors:

AOP+1Q) = (\P+puQ)(X +1) — (AP + Q) (X)
= MP(X +1) - P(X)) + u(Q(X + 1) - Q(X)) .
= A (P)(X) + pA(Q)(X)

Ainsi, nous en déduisons que A est bien linéaire, et donc A est bien un endomorphise de C,,[X].
1.b.
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Méthode Il n’est pas difficile de se convaincre, au brouillon, que Ker(A) = C, mais plus difficile de le démontrer!
Il y a une astuce: P(X + 1) — P(X) est un polynome, et si P € Ker(A), alors le polynéme P(X + 1) — P(X) =0,
soit P(X + 1) = P(X). Si P n’est pas constant, alors il existe une racine dans C et donc...

Considérons P € C,,[X] tel que P € Ker(A). Alors P(X 4+ 1) — P(X) = 0, soit encore P(X + 1) = P(X).

Si deg(P) =0, alors P € Ker(A) dou C C Ker(A).

Nous allons montrer, en raisonnant par Pabsurde, que Ker(A) = C. Pour cela, supposons qu’il existe
P € Ker(A) avec deg(P) = n > 0. Or, C étant algébriquement clos, il existe A racine de P. Or, P €
Ker(A) = VX €C, P(X+1)=P(X) donc Vk € N, (A + k) est racine de P. Ainsi, P admet une infinité de
racine et c’est donc le polynéme nul, ce qui contredit deg(P) = n > 0.

Nous en déduisons alors que Ker(A) = C. En particulier, A n’est pas injectif.

Rappelons que l'on peut soit invoquer le fait que C est algébriquement clos, soit le théoréme de d’Alembert:
Théoréme 1 (Théoréme de d’Alembert)

Tout polynéme a coefficient complexe non constant admet une racine complexe.

Etudions I'image de A.

Il faut tout de suite penser au théoréme du rang: dim(Im(A)) = n car dim(C,[X]) = n+ 1 et
dim(Ker(A)) = 1.
Soit P € C,[X]. Ainsi P(X) =Y _jarX". Alors P(X +1)— P(X) =3} _sar (X +1)* = X*). Or Vk €

N, (X +1)F - XF = (Zf:o (lz)Xl) - Xk = Zf;ol (’f)XZ Ainsi, nous en déduisons que deg(A(P)) = deg(P)—1.
11 s’ensuit que Im(A) C C,,_1[X]. Or, C,,_1[X] est espace vectoriel complexe de dimension n.

En appliquant le théoréme du rang & lendomorphisme A, nous avons: Dim(Im(A)) = dim(C,[X]) —
dim(Ker(A))=(n+1)—1=n.

Puisque Im(A) est inclu C,,_1[X] et qu’ils ont méme dimension, nous en déduisons qu’il sont égaux, soit
Im(A) =C,—1[X].

1l.c.

| Méthode Les colonnes de la matrice sont données par les images des vecteurs de la base.

A(1)=0(carl € C = Ker(A)). A(X) = X+1-X =1. ... Vk € N*, (X +1)F—X* (ZLO (’f)Xi)ka -

k-1 ; 1
D ico (’:)XZ. Nous en déduisons alors:

2. Par 1.2.d. nous avons A(B,)(X) =nX""L
2.a. Nous savons que A est un endomorphisme, donc est linéaire. Aussi, avons-nous:

A((~1)"Ba(1 = X))

2.b. Nous constatons que (2. et 2.a.) A(B,)(X) = A ((-1)"B,(1 — X)), ainsi par linéarité de 'application
A, nous avons: A(B,(X) — (=1)"B,(1 — X)) = 0, soit encore B,(X) — (—1)"B,(1 — X) € Ker(A) =C. Le

(=1)"Bp(=X) = (=1)"By(1 — X)
(_l)n (Bn(_X) - Bn(l - X))
(—1)"(—X)"
an,1

par 1.2.d. appliquée & (—X) °
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polynéme B, (X)) étant & coefficient réel, nous en déduisons qu’il existe A € R tel que B, (X)—(—-1)"B,(1-X) =
A
Meéthode Cette condition est assez simple & trouver: reste & pouvoir I’exploiter, i.e. montrer que A = 0, ce qui
est assez astucieux! Pour ce faire, il faut commencer par utiliser la relation B, (1) = B,(0) (le couple (X;1 — X)
devant vous y faire penser!...

Pour X =0 et X = 1, nous obtenons:

Raisonnons par disjonction des cas:

Si n = 2k est pair, alors nous obtenons A = 0 et Bay(1 — X) = Bag(X).

Sinon, n = 2k — 1 est impair et les deux équations sont identiques. Néanmoins, par le cas pair, nous avons:
Bok(1 — X) = Bagi(X), soit en dérivant: —Bj, (1 — X) = Bj,(X). Or, par I.2.b. nous avons B}, (X) =
2k Bsi—1(X) donc nous obtenons:

72]{3B2k_1(1 — X) = QkBQk_l(X) < - ng_l(l — X) = BQk»_l(X).
Il s’ensuit donc que nous obtenons la relation:
Vn e N, B,(1-X)=(-1)"B,(X).

3. Appliquons cette relation & X = 0: nous obtenons alors Vn € N*, B, (1) = (—1)"B,(0). Dans le cas
n = 2k + 1, cela implique Baj11(1) = Bak11(0) = 0 (car nous avons aussi la relation B, (1) = B,(0)). Or,
Bsj+1(0) = bogy1 d’ott nous en déduisons que, Vk € N*| bap1 = 0. Ainsi, hormis by, tous les b; d’indice impair
sont nuls.

4.a. Nous avons par 1.2.d: By, +1(14+X)—Bp4+1(X) = (n+1)X". Appliquons cette relation a X € {1,--- ,k},
nous obtenons alors:

Bpt1(1) = Bny1(0) =0
Bpt1(2) = Buya (1) = (n+ 11"
Bu1(3) — Basa(2) = (n+1)2"

Bni1(k) = Bpii(k—1) (n+1)(k—1)"
Bpii(k+1) = Buyi(k) = (n+1)k"

Ainsi, en sommant, nous avons (le membre de gauche étant une série télescopique)
Bupa(k+1) = Buya(0) = (n+ 1)(1" +2" 4 - + k),

Nous obtenons ainsi: 1

n+1
4b. Sy(k—1) =L (By(k+1) — B4(0)) = & (kt — 2k + 2) = ECG=D%

Sn(k) = (Bni1(k+1) = Bny1(0)) .-

Partie III: Développement en série entiére de la fonction g

La. h(z) = £ (9(2) — g(—2)) = 2 (ezl,l + ﬁ) =Z (% + 67171) = —%. Ainsi, si g est développable
en série entiere au voisinage de 0, alors il en va de méme de la fonction h (par théoréme sur les opérations
algébriques sur les D.S.E.). Il s’ensuit alors que

h(z) _1 EOO: n on _ Eoo:al(_z)n lil (2" + (—1 1)+ ) i A2k+1  2k+1
2 n! n! 2 n! (2k + 1)! '
n=0 n=0 n=0 k:O
Or, par unicité du développement en série entiere, nous avons: h(z) = f%z. Ainsi, en identifiant, nous en

déduisons que, Vk € N*, a1 =0et ag = —1/2.
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1.b. Partons de 1’égalité: (e* — 1) x g(z) = z. La fonction exponentielle est développable en série entiere sur

C et nous avons alors:
. 00 Zk 0o an
(e —1)g(z):<g kl)x(E mz)zz.

k=1

Nous développons a gauche en utilisant le produit de Cauchy pour obtenir:

oo n—1 ar 1 0o n—1 n o
o $ (5t S E 0N
k=0

n=1 \k=0

Or, par unicité du développement en série entiere, puisque (e¢* — 1)g(z) = z, nous en déduisons que a; = 0 et
Vn > 2, E ( )ak =0.
Nous constatons que Vn € N, a,, = b,.

l.c. Démontrons cette inégalité par récurrence forte sur n. Pour n = 0, comme par convention 0! = 1,
I'inégalité est bien vérifiée.
Soit alors n € N fixé et supposons que, Vk € {0;--- ;n}, |agx| < kl. Puisque la suite (a,) vérifie les conditions

1.b. nous en déduisons que Z”H (") ar = 0. Ainsi, (n+2)an+1 + o ("?)ar = 0. 11 vient alors:

1 n+2 (n+1)! (n+1)! " (n+1)!
lan+1] = 275 ;_()( ) Zk'n+2 ““— Kln+2—k)! kz_o(nnLka)'
Nous obtenons alors la majoration:
> 11
|Gn+1| < n—l—l Z n—|—1 (e —6 ﬁ)

:2

Or,2 <e! <3 donce! —2<1dot |a,41] < (n+1)! ce qui permet de conclure en utilisant le théoreme de la
récurrence.
1.d. Puisque |a,| < n!, nous déduisons que la suite [741"| est bornée, et donc par définition du rayon de

convergence R de la série Zn 0 532", nous avons R > 1.

Définition 1 (Rayon de convergence)

Soit > anz™ une série entiere. Alors le réel R = Sup{r > 0| la suite (|a,|r")nen est bornée} s’appelle le
rayon de convergence de la série entiére. Pour tout z € C, la série Y a,z™ est absolument convergente si
|z| < R, divergente si |z| > R. Enfin, pour tout réel r €]0; R|, la série entiére Y a,z" converge normalement
sur {z € C; |z| < R}. Le disque de convergence est le disque ouvert {z € C;|z| < R}.

Par l'absurde, si R > 27, alors la série entiére serait continue en 2im, ce qui est absurde car g(z) =
n’est pas définie en 2im.

2. Pour tout réel x, application z +— e** est développable en série entiere sur C, et comme le produit de
deux fonctions développables en séries entieres est développable en série entiere (et & un rayon au moins égal au
plus petit rayon des deux séries entiéres initiales), nous en déduisons que z — g(z)e** admet un développement
en série entiére, de rayon de convergence au moins R. On a donc,

Ve €R, V2€C, [2|<R = g(2)e*® =300 An() %
3. Considérons |z| < R et © € R. Alors, en utilisant les D.S.E. des fonctions z — g¢(z) et z — e**

)
k=0 n=0

Par produit de Cauchy des deux séries entieres, nous obtenons Vn € N, A, (z) = >, _ 0 ( )akx”_k . Puisque
Vk € N, ai = bg, nous en déduisons que A,, = B, (i.e. se sont les polyndémes de Bernoulli!).

e*—1

, nous

Partie IV: Etude d’une série de Fourier
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l.a. Puisque By est le polynéme constant égal & 1, nous en déduisons que By est une fonction constante

égale a 1.
Nous avons que Bj(z) = z — 3 donc pour tout € R\ Z, By(z) = By(z — [z]) = z — [2] — & (on désigne par
[z] la partie entiere de z, c’est-a-dire 'unique entier [z] vérifiant [z] < z < [z] + 1. On remarque alors que
0 < x—[r] <1etdonc By(z— [x]) a bien un sens. Puisque B est localement polynomiale (sur les intervalles ne
contenant pas d’entier naturel), nous en déduisons que B; est de classe C' par morceaux (elle est méme C).

1.b. Montrons que B,, est continue sur R. Déja, ces fonctions sont continues sur R \ Z. Or, par 1.2.b. pour
n > 2, B,(0) = B,(1) et nous déduisons donc la continuité de B,, en 0 et 1, donc sur R tout entier.

Montrons que B, est de classe C! par morceaux. Puisque B,(x) = B, (z — [z]), nous nous restreignons a
létude de la dérivabilité sur ]0;1[. Puisque par 1.2.a. BJ,(x) = nB,_1(z), par une récurrence implicite nous
obtenons que Vn > 2, B,, est dérivable sur ]0; 1] et de dérivée continue, donc est C* par morceaux sur R.

1.c. De la propriété I.2.b. nous déduisons que Vx € R\ Z, E/(x) =nB, ().

2. By étant constante, elle est paire (Bo(—z) = Bo(z) = 1). Considerons By. Vz €] — 1;0[, nous avons
1+ 2z €]0;1[ et donc par 1-périodicité, By(z) = Bi(1+z) =2 +1—3 =2+ 3 =— (-2 — %) = —Bi(—2) donc
la fonction B; est impaire.

Montrons par récurrence que B,, soit de la parité de n. Cette hypothese est vérifiée pour les cas n € {0;1}.
Supposons la alors vérifiée pour n € N et démontrons qu’elle est alors vraie pour n + 1.

Considérons alors la fonction f(x) = Buyi(x) + (—1)"Bp11(x). Par la question 1.b, cette fonction est
continue et 1-périodique sur R (comme somme de fonctions continues sur R, et dérivables sur R \ Z (par
théoréme d’opérations algebriques sur ’ensemble des fonctions dérivables et 1-périodique) et sa dérivée vérifie
f'(z) = (n+1) (B,(x) + (—1)"Bn(—z)) = 0 par hypothese de récurrence. 1l s’ensuit alors que la fonction f
est contante, et comme f(0) = B, 11(0) + (=1)"B,,+1(0) = (1 + (=1)")b,11. Si n est pair, alors b, 11 = 0 (par
I1.3.) et sinon n est impaire et alors (1 + (—1)") = 0. Ainsi, dans chacun de deux cas, f(0) = 0, d’ot1 B,, est de
méme parité que n.

3. Si k > 1, By est continue sur R et de classe C!(R) donc en intégrant par partie, nous obtenons:

1 in(2 1 1 _
an(Bii1) = 2 / Brei(t) cos(2nmt)dt = 2 [Bkﬂ(t) Smé ””)] Rt / Br(t) sin@nrt)dt = — 16, (Bp).
0 nm 0 2nm

De méme, en effectuant une intégration par partie, nous obtenons:
2nm
= L [Bi41(0) — Bp1(1)] + ELL fo By(t) cos(2nmt)dt = =L fO By, (t) cos(2nt)dt.

car par L1.b. pour k > 1, Bj41(0) = By41(1) donc par définition, Bj11(0) = % (Bg+1(0) — Bryi1(1)) =

By41(0) = By41(1).
Finalement, nous obtenons:

. _ _ 1
Bn(Bri1) = 2f01 Bi11(t) sin(2n7t)dt = 2 |:Bk+1(t)M:|o ksl f By (t) cos(2nnt)dt

LB ) = (B

an(Br+1) =

- . 1
4.a. ag(Bay) =2 fol Bo(t)dt = 2f01 Bok(t)dt = 2 {Bg;:ﬁl(t)]o = 20) 0 par L.1.c. De méme nous avons:

1 1

Bn(By) =2 / (t)oB1(t) sin(2nnt)dt = 2 /0 (t—% sin(2n7t)dt = ——

nm nm

0

4.b. Calculons a présent (3,,(Bak+1). En utilisant les relations obtenues en 3, nous avouns:

2k+1an(E): k41 (—%6n(sz 1)>

Bn(Bak+1) =

2nw 2nmw

Ainsi en déduisons-nous que (3, (Bagt1) = (—1)’“‘1%.

Nous procédons de méme pour «,(Bay), nous obtenons:

Ozn(Bizk) _ %an(BQk—Q) = (1)19(27572:;2)];1 n(il) = (1)]612%—(?(]2;)21{

[(t — %) cos(2n7rt)} -i—i /01 cos(2nmt)dt =

nm
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Théoréme 2 (Théoréme de convergence normale de la série de Fourier (pour f 2mw-périodique)

Si f est une fonction continue 2w-périodique et de classe C' par morceaux, alors sa série de Fourier converge
normalement sur R et a pour somme f. La suite (Sy(f)) définie par

Sn()(2)

) cos(kt) + Bi(f)sin(kt))

converge uniformément vers f sur R.

Nous déduisons du théoréme de convergence normal que la série de Fourier des fonctions By, pour k > 1
convergent normalement sur R et ont pour somme B}, puisque ces fonctions vérifient les hypotheses du théoreme
(question 1.b).

Pour B1, nous devons recourir au théoreme de Dirichlet qui nous assure la convergence simple de la série de
Fourier, dont la somme est £(By(a") — Bi(z7)).

Théoréme 3 (Théoréme de Dirichlet)

Si f est une fonction continue par morceaux, 2w périodique et de classe C' par morceaux, alors sa série de
Fourier (S,,) converge simplement sur R et pour tout réel x, sa somme f au point x est %limeﬁm (f(x+

€) + f(x —e¢)). Si f est continue en x, alors ?(ac) = f(z).

Nous obtenons alors bien les développements proposés de la série de Fourier de Boy et B2k+1 (on utilise
aussi le fait que, puisque Bay, est paire, les Bn(ng) sont nuls, et de méme pour Baogy1, les coefficients a(Bakt1)
sont nuls).

5.a. Dans la premier développement, pour # = 0, nous avons: 228~172¥ By, (0) = (—1)*1(2k)! Y07 | ¢

k— 122k: 1 2k k— 122k 1 2k

soit ¢(2k) = (-1) (Qk); Ba(0) = (1) ﬁb%
271'2b2 T

5.b. Pour k = 1, sachant que by = é, nous obtenons: ((2) = <~
4
i

90"

Pour k = 2, nous obtenons: ((4) =



