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1 Avant propos

L’année de préparation au Capes étant extrémement courte (du ler Septembre & mi Mars pour les écrits), il
est trés utile de mettre & profit les deux mois d’été pour réviser quelques bases. Autant alors étre guidé dans
ce travail, afin qu’il cible rapidement les aspects essentiels du programme.

1.1 Le programme du Capes externe de mathématiques

Vous devez vous le procurer (c’est trés facile sur internet). Il porte essentiellement sur les deux premiéres
années de licence avec une partie du L3 (en fait, & ’exception notable de la partie fonctions holomorphes des
programmes de licence de maths). Néanmoins, il vous faudra maitriser bien plus finement les notions que durant
votre parcours de licence et surtout, étre apte a changer de domaines dans un méme probléme.

1.2 Les concours que vous pouvez présenter

11 est intéressant de lister les différents concours que la formation vous permet de préparer (au moins en grande
partie). La liste qui suit hiérarchise, disons, du plus facile au plus difficie (mathématiquement parlant). Pour
de plus amples renseignements (administratifs, sur les programmes, sur les épreuves), vous devez vous reporter
aux rapports des jurys du concours qui vous intéresse. Vous les trouverez facilement et gratuitement pour les
plus récents sur internet (c.f. rubrique liens ou ressources du site Web de la préparation Capes).

Rapidement, je vous rappelle I'existence de différents types d’établissements (les lycées d’enseignement général,
les lycées professionnels, les lycées agricoles...) et qu’a chaque type de lycée correspond un concours spécifique.
Pour les voies d’acces & lenseigment publique, vous dépendrez du ministére de 1’éducation nationale (E.N.)
ou du ministere de 'agriculture (pour les lycées agricoles). Si vous souhaitez enseigner dans un établissement
privé (sous contrat d’association avec I'E.N.) vous devez prendre contact avec l'autorité diocésaine de votre
habitation (il y a des formalités / modalités différentes). Les concours du privé portent des intitulés différents
(Cafep / Capes) mais sont généralement communs avec le concours de lenseignement publique (le sujet est
identique, seule change la liste dans laquelle vous étes admissible; la note d’admissibilité est identique dans les
deux voies d’acces). Enfin, un méme concours se décline généralement en trois voies d’acces: externe (pour les
étudiants), interne (si vous bénéficiez d’un nombre suffisant d’années d’expérience en tant que vacataire dans
des établissements spécifiques) et 3ieme voie (pour les personnes pouvant justifier d’'un emploi salarié durant
cing ans). Je vous laisse le soin de vous renseigner (c.f. les sites officiels) sur les conditions exactes d’admission
a telle ou telle voie.

e Caplp (externe / interne / 3ieme voie) Maths/Physique: Le Caplp de maths / physique est un concours
bidisciplinaire (maths et Sciences-Physiques / chimie) qui permet d’enseigner dans les lycées professionnels.
Durant votre année de préparation (au Capes de Mathématiques & 'TUFM de Martinique), vous aborderez
(tres largement) ’ensemble du programme de mathématiques du Caplp. Par contre, 'TUFM ne prépare
pas a lépreuve de Physique/ chimie. Aussi, si vous ambitionnez de passer ce concours, vous faudrat-il
préparer cette épreuve de maniere autonome. Nous aurons l'occasion de faire des épreuves de Caplp
(en mathématiques), en particulier dans le présent travail d’été, puisque ces problémes sont (bien) plus
accessibles que ceux proposés au Capes de Maths. Ce concours existe aussi pour ’enseignement agricole
(il est alors appelé PAPL Maths Sciences Physiques). Les trois voies d’acceés (externe, interne et 3ieme
voies) sont disponibles (selon les années), mais il ne semble pas y avoir de grosses différences de niveau
entre ces coucours pour ’épreuve de mathématiques.

e Capes interne de mathématiques. Ce concours est réservé aux personnes pouvant justifier de 3 années
d’enseignement en tant que vacataires de ’éducation nationale (pour les spécificités des calculs, se reporter
au B.O. spécial N6 du 13/07/06). Il n’y a alors qu’une seule épreuve écrite (et non deux comme au
concours externe). Méme si le sujet peut paraitre plus abordable que ceux du Capes externe, le nombre
assez important de personnes le présentant et le relativement faible nombre de postes en fait un concours
assez difficile.

C’est un point commun & tout concours: ce qui compte n’est pas votre réussite individuelle aux
épreuves, mais votre prestation relative aux autres candidats du concours. Ainsi, une mauvaise
copie (par rapport au sujet) peut étre bonne si les autres sont encore plus mauvaises... et
inversement (une bonne composition ne vous garantit en rien ’admissibilité, si les autres copies
sont encore meilleures). En bref, tout concours est difficile par la nature méme du concours
(sélectivité). Il y a environ 4000 candidats pour 800 postes, il vous faut donc étre parmi les 800
meilleurs candidats.
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Il est possible, pour ceux remplissant les conditions d’acces, de se présenter a la fois au concours externe
et au concours interne. Le programme du Capes interne est inclus dans celui du Capes externe, méme si
vous étes a peu pres assuré d’avoir une épreuve de géométrie.

e Capes externe de mathématiques. C’est donc le concours de recrutement des professeurs du second degré
de I'education nationale, accéssible a tous étudiants disposant d’une licence.
Note importante: La condition pour passer n’importe quel Capes est de déternir une licence (jusqu’au
concours 2009), non pas une licence du domaine en question. Ainsi, si vous disposez d’une licence de
Sciences physiques ou d’économie, vous pouvez présenter ce concours. Bien sur, il faut réellement avoir
un bon niveau en maths pour espérer avoir (éventuellement au bout de quelques années) le Capes de maths.
1l vous faudra aussi combler vos lacunes par exemple en géométrie si vous n'en avez pas assez pratiqué
durant votre cursus. Néanmoins, cela est tout a fait possible de présenter et obtenir ce concours sans une
licence de maths!
Ce concours consiste en deux épreuves écrites (généralement la premieére est une épreuve d’analyse ou de
probabilités, la seconde d’algebre ou de géométrie, mais rien n’est fixé par les textes officiels). Les écrits
sont mi-mars, ce qui signifie que I’année de préparation aux écrits est extréemement courte. Les admissibles
passent fin juin/début juillet deux épreuves orales & c6té de Paris (Sceaux). La premiére épreuve consiste
en la préparation d’une legon (il y a 80 legons possibles & préparer durant ’'année). Le jour J, vous tirez
un couplage de 2 legons, et vous aurez 2 heures pour préparer I'une d’elles, sans aucun document (d’ot la
difficulté de I’épreuve). Les lecons sont soit de niveau Terminal, soit supéreur (L1). La seconde épreuve
consiste en un dossier composé d’un théme générique (exemple Arithmétique), d’un exercice du jury et
de quelques questions. Vous avez alors 2 heures de préparation (avec livres autorisés) pour présenter un
dossier sur cette thématique (cette épreuve, dite sur dossier, est un oral préprofessionnel). Il s’agit donc
de montrer que sur le theme d’Arithmétique, vous pouvez proposer a des éleves de TS spécialité maths
un choix d’exercices pertinents et que vous possédez un recul vis-a-vis des exercices proposés.

Note: Il existe aussi une 3iéme voie pour les personnes justifiant de 5 années de travail dans le do-
maine privé ainsi que d’une licence. Ceux-ci passent la premiére épreuve écrite du Capes externe et les
sensiblement mémes épreuves orales.

e Agrégation (interne) de mathématiques. C’est le concours de lagrégation réservé aux enseignants du
second degré justifiant de 5 années d’activités. Son niveau est réellement intermédiaire entre celui du
Capes et celui de ’Agrégation externe, ce qui le rend plus accessible. Vous disposez en Martinique d’une
préparation a I’Agrégation interne de mathématiques dispensée par la formation continue. Ce concours
existe aussi pour I'enseignement privé (sous contrat d’association); il s’agit du CAER.

e Agrégation (externe) de mathématiques. C’est le plus haut concours de I’éducation nationale. Il permet
donc d’intégrer le corps des agrégés de 'EN. Le programme est trés sensiblement supérieur a celui du
capes externe. Pour le présenter, il faut soit posséder une maitrise, soit étre titulaire du Capes. Si
vous étes titulaire du Capes, vous pouvez demander un report de stage auquel cas vous n’effectuez pas
votre stage en IUFM / position et bénéficiez d’une année pour préparer l'agrégation (évidemment, vous
n’étes pas rémunéré durant cette année). J'insisterai sur le fait que, non seulement le programme est
plus difficile que celui du capes, mais qu’en plus ces dernieres années, le nombre de postes disponibles
s’est considérablement réduit, ce qui en fait un concours tres difficile... Il y a deux épreuves écrites:
Analyse et probabilités pour I'une, mathématiques générales pour l'autre. Je ne vous détaille pas le
programme: dans les grandes lignes, 'intégralité jusqu’a la maitrise (Master 1) comprise. A l'issue de ces
deux épreuves, les heureux admissibles passent trois épreuves orales: I'une en analyse, I'autre en algebre
et la troisieme dépend de l'option choisie (probabilités, analyse numérique ou informatique). Les deux
premieres épreuves orales sont de niveau Maths sup/ maths spé (soit L2) mais la discussion peut étre
assez < salée > . La dernieére épreuve fait intervenir de la modélisation: il faut alors savoir se servir de
programmes informatiques (Maple, Mathlab, C... selon le choix de l'option) et on doit modéliser un texte
qui nous est proposé (i.e. on vous donne un texte scientifique, et vous devez en tirez matiére & une legon
de votre domaine d’option, modéliser la situation par I'informatique). Bref, cette derniere épreuve mérite
une préparation bien spécifique (les deux premieres étant plus traditionnelles).

Moralité: Tout concours doit étre préparé (si possible dans une structure spécialisée, type IUFM ou université
pour l’agrégation). Ce n’est pas uniquement pour vous guider dans ces vastes programmes, mais aussi pour
vous apprendre les spécificités du concours, 'attitude que 'on attend de vous, la norme sur laquelle vous allez
étre jugé. Enfin, le travail en groupes est un facteur de motivation et d’amélioration non négligeable que vous
ne pourrez pas retrouver en préparant ces concours en solitaire.

Enfin, citons la possibilité de passer d’autres concours de la fonction publique (mais sans rapport avec I’enseignement).
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On signale en particulier la possibilité de passer les concours d’inspecteur des imp6ts (dont la partie mathématiques
est la plus conséquente). Il y a deux voies: généraliste et analyste. Dans la premiére, il y a pour ’écrit une
épreuve de culture générale et deux options (il est possible de choisir 2 fois Maths) et de la culture générale pour
I'oral. Dans le concours analyste, on remplace une épreuve de maths par une épreuve d’informatique a 1’écrit, et
on ajoute une épreuve d’informatique pour 'oral. Si I’année de préparation au Capes de maths vous permet de
(largement) couvrir le programme de mathématiques, il faudra par contre préparer 1’épreuve de culture générale
en solo (avec des bouquins ou dans une autre structure).

Si vous pensez pouvoir présenter un concours par voie interne ou par la troisiéme voie, lisez attentivement les
B.O. fizant les conditions exactes pour ce concours: les informations données ici sont d’ordre général, il est im-
possible de lister précisément les différentes conditions de chaque concours dans ce fascicule dédié aux révisions.

Postes offerts aux différents concours:

Concours 2008 2007 2006 2005

Caplp externe Maths / Physique 192 (+ 25 Cafep) 210 (425 Cafep) 210 (+23 Cafep) 300 (426 Cafep)

Capes interne Maths 110 164 146 165

Capes externe Maths 806 (4155 Cafep) 952 (+160 Cafep) 952 (4160 Cafep) 1310 (4177 Cafep)
Agrégation interne 107 (+15 CAER) 107 (+20 CAER) 110 (+19 CAER) 138 (+19 CAER)
Agrégation externe Maths 252 290 290 388

Notez que le nombre de postes au concours est généralement publié peu avant les vacances de décembre (période
dite de la tréve des confiseurs). Aussi, devez-vous vous accepter de vous inscrire & un concours sans totalement
maitriser les possibilités offertes. Néanmoins, il vous est possible d’extrapoler les derniers chiffres.

L’incertitude sur ’avenir des concours

L’actuel président de la république vient d’annoncer (sans que nous ayons de plus amples précisions) la mas-
terisation des concours d’enseignement. Celle-ci impliquerait qu’a partir de 2010, la condition pour passer les
concours de recrutements serait changée: seuls les étudiants inscrits (ou possédant?) un master (dans la sec-
onde année a priori) pourraient présenter ces concours. Pour I’heure, nous n’avons aucune certitude réelle....a
I’exception des modalités inchangées pour le concours 2009.

1.3 Méthodes de travail

Je décris ici la méthode de travail proposé dans ce document. Il se compose de différentes sections, graduées
en difficultés. Une introduction contextualise la section (son importance vis-a-vis des différents concours) et
propose quelques exercices et pistes de révisions.

L’ambition étant de donner un document relativement autonome: vous trouverez des corrigés avec quelques
rappels de cours. Pour réviser les cours, vous pouvez utiliser vos anciennes notes personnelles ou en obtenir sur
internet. Vous trouverez sur le site web de la préparation, dans la rubrique Liens, de tres nombreux pointeurs
vers des documents téléchargeables.

http://tice.iufm-martinique.fr/capesmaths/

La rédaction est un point tres important des concours: il faut vous habituer au plus t6t a bien rédiger. Les
corrections de ce document sont donc tres rédigées. Lorsque j utilise I’écriture en italique, ou dans des boites, il
s’agit de commentaires relatifs a l’exercice, pour dégager une méthode ou faire des liens avec d’autres notions:
ils ne font alors évidemment pas partie de la rédaction de la copie.

Théoréme 1 (Théoréme dans les corrections)

Vous trouverez a l'intérieur d’une solution des théorémes ainsi présentés. Je les cite afin que vous puissez
aisément les retrouver, mais il n’est pas nécessaire de les écrire a 'identique dans une copie.

La bonne rédaction consiste a vérifier les conditions du théoréeme, de citer son nom puis d’écrire directement la
conclusion. Donnons un petit exemple:

Test: Soit P € R[X] un polynéme unitaire (de coefficient dominant égal & 1) & coeflicient réel et de
degre impair. On note f : R — R sa fonction polynomiale associée, définie par Vz € R, f(z) = P(z).
Montrer que toute fonction polynomiale f s’annule au moins une fois dans R.

Solution P étant de unitaire et degré impaire, nous avons: lim,_,_, f(z) = —oco et lim,_ 4o, f(z) =
“+o0. Ainsi, il existe a et b deux réels avec a < b tels que f(a) < 0 et f(b) > 0. La fonction f étant
une fonction polynomiale, elle est continue (par théoréme sur les opérations algébriques sur les
fonctions continues) sur l'intervalle [a; b]. Nous déduisons par le théoréme des valeurs intermédiaires
Pexistence d'un ¢ €]a; b[ tel que f(c) = 0.
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Nous avons ici cité deux théorémes: le théoréme sur les opérations algébriques sur les fonctions continues (je
sur-rédige ici, il n'est pas nécessaire de le citer) et le T.V.I. (qu’il est nécessaire de citer). On a préalablement
vérifié les conditions du TVI (& savoir que f est continue sur un intervalle I') et que 0 est un élément de I'image
de V'intervalle I = [a; ] par f. On n’a pas, dans sa copie, a écrire le théoréme en entier... mais dans ce document,
j'ajoute le théoreme afin que vous puissez le revoir plus facilement!

Théoréme 2 (Théoréme des valeurs intermédiaires)

Soit f une fonction réelle a valeurs réelles, continue sur I'intervalle I. Alors, ¥(a,b) € I, VA €]f(a); f(b)],
Jc €]a; b[ tel que f(c) = A.

Enfin, je cite la nomenclature que j’essaierai de conserver pour mes interventions / poly. durant Pannée
prochaine.

e Test Il s’agit d’'une petite question pour vérifier que vous avez compris une notion ou pour souligner
une difficulté. Vous devez répondre & un test en moins d’une minute, sans aucune rédaction (tout au
brouillon). L’intérét d’un test réside exclusivement dans la compréhension du probléme posé et dans sa
(courte) solution.

e Exercice L4, il s’agit d’une mise en pratique d’une (ou parfois plusieurs) méthode(s) classique(s) qu’il vous
faut maitriser a l'issue de cet exercice. Généralement, I’énoncé est choisi pour présenter la méthode dans
un cas simple. Vous devez prendre le temps de chercher ce type d’exercice (cela ne devrait pas prendre
plus de 30 minutes généralement), bien le rédiger (et vérifier lors de la correction que votre rédaction
corresponde a ce qui est proposé). Si vous n’arrivez pas & résoudre un exercice, reprenez attentivement la
correction. Il vous faut, au final, maitriser ces méthodes (tres classiques) avant de passer & des problémes
plus difficiles.

e Petit probleme Il s’agit d’'un long exercice, mélant plusieurs méthodes classiques les unes apres les
autres. Les parties sont généralement classiques: il faut donc savoir les maitriser. Ils sont généralement
plus techniques que les exercices, mais prenez autant de temps que nécessaire pour les travailler et les
rédiger au propre. Il est possible de travailler durant une heure une premiere partie, puis de lire sa
correction et de reprendre un peu plus tard la seconde partie du probleme et ainsi de suite... Le tout est
d’essayer de le traiter jusqu’au bout (tout est intéressant, méme les questions finales, qui font intervenir
encore des méthodes classiques!).

e Annales Dernier type d’épreuves: les annales. La, il vous faut, contrairement aux autres types d’épreuves,
vous mettre dans les conditions du concours et donc plannifier 5h de libre et traiter au mieux le sujet dans
le temps imparti, sans interruption (hormis vos pauses). Au bout de ces 5h, vous devez avoir un document
au propre a remettre... Lors de la séance suivante de révision, lisez attentivement la correction, voyez ou
sont vos erreurs, vos difficultés, sur quels points vous avez buté, relisez éventuellement du cours si besoin,
n’hésitez pas a le retravailler avec la correction. Il n’est pas utile d’aller jusqu’au bout de la correction d’une
épreuve de Capes, car quasiment personne ne dépasse un certain point. Cela devient soit trop compliqué,
soit infaisable en 5h... Aussi faut-il vous concentrer sur les choses réalisables le jour J et apprendre a étre
efficace. Votre objectif est de rendre la meilleure copie possible en 5h. Vous vous apercevrez que bon
nombre de questions traitées reposent sur des automatismes que vous avez acquis en faisant les exercices
et problemes. Il vous faudra apprendre a passer sur les questions difficiles pour traiter, plus loin, des
questions faisables, apprendre a perséverer sur une notion pour la maitriser avant d’aller plus loin, etc
etc...
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2 (Géométrie classique

La géométrie classique est tres présente aux programmes des oraux du Capes. Pour l'oral 1, cela représente
30 des 80 legons a connaitre (c.f. lecons 21 a 51), donc une trés grande partie. De méme, cette thématique
représente un trés fort pourcentage des sujets d’Oral 2 (épreuve sur dossier). Aussi replongez-vous dans la
géométrie classique (géométrie du triangle, Thalés, Pythagore, transformations: homothéties, rotations, trans-
lations...) durant vos révisions d’été. A peu prét n’importe quel livre de ler S ou de Term. S fera Uaffaire!
Vous pouvez aussi opter pour un petit livre (fiches de cours avec exos corrigés, annales du Bac) portant sur ces
classes. C’est la partie la plus aisée a réviser par soi-méme.

La géométrie classique est aussi tres probable a lécrit du Capes interne. Pour le Capes externe, c’est bien
plus incertain. S’il devait y avoir une épreuve de géométrie, elle porterait plutot sur les plus parties avancées
telles que la géoméirie affine et euclidienne (en lien avec les structures d’espaces vectoriels, la réduction des
endomorphismes, les groupes SO(R) et autre...).

Pour les présentes révisions, nous restons a [’humble niveau du secondaire, avec quelques problémes du jury
(posés lors de lépreuve 2). Attention, certains de ces sujets, bien que de niveau ler S/ T.S. sont assez ardus!

2.1 Exercice 1: Outils: Les transformations (sujet du 4/7/07)

Débutons donc par un exemple d’Oral 2. L’épreuve (dite sur dossier) comporte une thématique (ici: Outil: les
transformations), un exercice (du jury) et des questions (c.f. partie 2.). Il y a aussi en annezes des extraits
des programmes du secondaire concernant des aspects du théme proposé (non reproduit ici). Vous avez 2h de
préparation pour essayer résoudre l’exercice, choisir deur ou trois exercices sur le théme donné et rédigez vos
fiches relatives auzx questions posées par le jury. Vos fiches seront photocopiées: ’original revient au jury, vous
aurez une copie. Autant dire que, pour cette épreuve, il ne faut pas perdre de temps! Nous nous contentons
dans ce travail d’été de travailler sur l’exercice du jury et dégager les savoirs et méthodes... les autres questions
seront abordées lors de l’année de préparation.

Pour pouvoir aborder cet exercice, relisez les fiches de cours de ler S. sur les transformations.

L’exercice proposé au candidat

Le plan est orienté. Soient A, B et C trois points
non alignés tels que ABC' est un triangle direct. e »
On désigne respectivement par D et E les points
tels que les triangles ACE et ADB sont directs,
rectangles et isoceles en A. Le point O est le milieu
de [BC].
Construire le point F', symétrique du point C
par rapport & A. En utilisant une rotation de cen-

vy}
O

tre A et une homothétie de centre C', montrer que C A
les droites (AO) et (DE) sont perpendiculaires et
que DE =2A0.

E

2. Le travail demandé au candidat

En aucun cas, le candidat ne doit rédiger sur sa fiche la solution de ’exercice. Celle-ci pourra néanmoins lui
étre demandée partiellement ou en totalité lors de I'entretien avec le jury.

Pendant sa préparation, le candidat traitera la question suivante:

Q.1) Dégager les méthodes et savoirs mis en jeu dans la résolution de l'exercice;

Q.2) présenter une construction de la figure sur la calculatrice, puis une animation permettant d’observer la
propriété établie dans I’exercice.

Sur ses fiches, le candidat rédigera et présentera:

i) Sa réponse a la question Q.1)

ii) deux exercices sur le théme: ”outils: les transformations.”
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2.2 Exercice 2: Probleme de construction

Cet exercice est l'adaptation du sujet d’oral 2 du 16/07/07. J’ai retiré la partie portant sur la calculatrice
(animation graphique pour conjecturer le résultat) ainsi que les questions du jury. Votre travail consiste en sa
réslution...

On cousidere trois points non alignés, A, B,C. Pour tout point M de la droite (BC) on définit les droites
A1 (M), Ag(M) et As(M) et les points My, Mo, M3 et I(M) de la manieére suivante:

A1 (M) est la droite perpendiculaire & (AB) passant par M; M; est le projeté orthogonal de M sur (AB).
As(M) est la droite perpendiculaire & (AC) passant par My; My est le projeté orthogonal de My sur (AC).
As(M) est la droite perpendiculaire & (BC) passant par Ma; M3 est le projeté orthogonal de My sur (BC).
I(M) est le point d’intersection de A1 (M) et de As(M).

Le but de lexercice est de construire ’ensemble £ des points M de (BC) tels que Ms = M.

1. On suppose dans cette question que le triangle ABC' est rectangle. Montrer que la position de M3 est
indépendante de M et conclure sur ’ensemble £.
2. On suppose dans cette question que le triangle ANC n’est pas rectangle.

a) Soient deux points distincts M et N de (BC'). Montrer que I(M) est I'image de I(N) par une homothétie
de centre A. En déduire que, dans M décrit la droite (BC), le point I(M) est sur une droite fixe A passant
par A.

b. Montrer que le point J intersection de A et (BC) est un élément de E.

c. Construire 'ensemble &.

2.3 Exercice 3: Point de Gergonne

Cet exercice vous fait réviser la notion de barycentre ainsi que celle de coordonnées barycentriques. Il permet
de passer de la géométrie classique a la géométrie affine...

Soit ABC un triangle non plat et A’, B’ et C’ trois points appartenant respectivement aux cotés [BC], [C A]
t [AB], disctincts des sommets du triangle.

Soit «, &', 3, 8", v et +' les réels tels que

A" =bar((B,a),(C,a")); B =bar((C;B),(4;5"); C" =bar((A;7); (B;v))
1. Montrer que les droites (AA"), (BB’) et (CC’) sont concourantes si et seulement si a8y = o/3'y'.

2. On suppose a présent que A’, B’ et C’ sont les points de contact du cercle inscrit dans le triangle ABC
avec les cOtés du triangle.

Montrer que les droites (AA"), (BB’) et (CC’) sont concourantes (le point de concours étant appelé point
de Gergonne du triangle).

Calculer les coordonnées barycentriques de ce point par rapport au repere ABC' en fonction des longueurs
a = [BC],b=[AC] et ¢ = [AB].

2.4 Solution de I’exercice 1: Outils: Les transformations

Résolution de I’exercice du Jury
Exzercice ne posant pas de grandes difficultés: juste faire attention a l’orientation des angles, mais en se laissant
guider par la figure, cela se passe bien.

Considérons la rotation R de centre A et d’angle 7. Ainsi, R(A) = A. Le triangle ADB étant rectangle
en A et direct, nous avons: R(D) = B. Le point F' étant le symétrique de C par rapport a A, nous déduisons
(A—(f'; ﬁ) = 7 mod 2w. Or, le triangle ACE est rectangle en A direct, donc (A—C>',A—E’)) = Z mod 27. En

2
utilisant la relation de Chalses, nous obtenons alors:
—_— — —_— — —_— —
(AC; AF) = (AC; AE) + (AE; AF) =7 mod 2.

d’ot (m, ﬁ) = 7 mod 27. Ainsi, obtenons-nous R(E) = F.
L’image de la droite (DFE) par la rotation R est donc la droite (BF'). La rotation étant d’angle 7/2, nous
déduisons que les deux droites (DE) et (BF') sont perpendiculaires.

Considérons a présent 'homothétie h de centre C et de rapport % O étant le milieu de [BC], nous avons
h(B) = O et A étant le milieu de [CF], h(F) = A. Cette homothétie transforme donc la droite (BF) en la
droite (AO). Or, I'image par une homothétie d’une droite est une droite qui lui est paralléle. Nous déduisons
donc que (AO)//(BF) et comme (DE) et (BF') sont deux droites perpendiculaires, il en résulte que (AO) et
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(DE) sont des droites paralléles.

Pour obtenir DE = 2A0, il suffit de remarquer que DE = BF car la rotation R conserve les distances.
Or, h(BF) = OA (image par ’homothétie de rapport 1) donc OA = £ BF. 1l s’ensuit que OA = £ BF d’ot la

conclusion.

Méthodes et savoirs (question Q.1.)
Savoir: L’'image par une rotation d’une droite D est une droite D’ telle que 'angle entre les deux droites soit
égal a I'angle de la rotation.
Savoir: Si F est 'image de C par la symétrie de centre A, alors A est le milieu de [CF].
Savoir: Si A €]CF alors (A—C)’, ﬁ) =7 mod 27.
Savoir: Une rotation conserve les longueurs; une homothétie de rapport k les multiplie par k.
Savoir: L’image d’une droite par une homothétie est une droite qui lui est parallele.
Méthode: Savoir déterminer les images de certains points par une rotation / une homothétie en utilisant les
propriétés de la figure.
Savoir: Deux droites perpendiculaires & une méme troisieme droite sont paralleles entres elles.

2.5 Solution de ’exercice 2: Probléme de construction

1. Le triangle ABC est supposé rectangle.

Supposons qu'il est rectangle en A: alors A; (M) est parallele a (AC). De Palignement des points A, B, M;, nous
déduisons que Ag(M) = (AB). Ainsi My = A (indépendemment du choix du point M sur (BC). Il s’ensuit
que le point Ms est le pied de la hauteur issue de A dans le triangle ABC, quelque soit le point M € (BC).
Supposons & présent le triangle rectangle en B: alors A; = (BC) et il s’ensuit que VM € (BC), M; = B. Ainsi,
la position de M3 ne dépendra pas du choix de M sur (BC).

Enfin, supposouns le triangle rectangle en C. Alors soit M le projeté orthogonal de M sur (AB). Ms le projeté
orthogonal de M; sur (AC), donc My € (AC). Enfin, Mj est le projeté orthogonal de My sur (BC): or,
Ms € (AC) qui est une droite perpendiculaire & (AC), d’ou M3 = C, indépendamment du choix de M sur
(BC).

Nous avons donc démontré dans tous les cas que le point M3 est indépendant du choix de M sur le droite (BC).

2.a.

Notons «a l’intersection
de A; avec (AC) et S
lintersection de A} avec
(AC).
Les points A, M; et N
étant alignés, il existe une
homothétie h de centre A
et de rapport k telle que
h(M7) = Nj.
Considérons alors les tri-
angles AM M, et AN1Ns.
Puisque (MlMg)//(NlNg),
nous déduisons que h(Mz) =
No.
Enfin, considérons les tri-
angles AMiMa et AN,(.
Les droites (Mya) et (M203)
étant paralleles (par con-
struction, il s’agit des droites
(A7 et A}), nous déduisons
que h(a) = (. Alinsi,
h(Ap) = Al

A présent, considérons
c?c?r'lc i?zi)a\ézsbuﬁzdfoifes parallele & Ag passant par h(Msy) = Ny: il s’agit (ﬁe h(A/’) De }(A ) = h

: 3) 1 1

h(As) = A% nous déduisons que h(A; N Az) = Al N A%, soit h(I(M)) = I(N). Ainsi, (une homothétie étant
une bijection), I(M) est 'image de I(N) par une homothétie de centre A, ce qui signifie que les points A, I(N)
et I(M) sont alignés.
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A présent, supposons N fixe: lorsque M parcourt la droite
(BC), I(M) est sur la droite (AI(N)) = A.

2.b. Considérons J = AN (BC). Alors I(J) sera un point de A
par la question précédente. Par définition, I(J) = Ay N A% d’ou
I(J) = AN AY. 1l s’ensuit alors que I(J) = J. Le point J3 étant
I'intersection de (J2I(J)) avec (BC'), nous déduisons Mz = I(J) =
M. Ainsi, J € £.

2.c. Soit M € &: ainsi, M = Mj5. Le point I(M) = A;(M) N
As(M). Or, M € Ay (M) et M € As(M). Ces deux droites n’étant
pas paralleles (sinon le triangle ABC serait rectangle), nous avons
I(M) = M, et donc puisque I (M) € A, nous déduisons que I(M) €
AN (BC). 1l s'ensuit que & = {J}.

Complément: Méthodes et savoirs mis en jeu dans la résolution de cet exercice

Cet exercice utilise les propriétés des homothéties.
Savoir: Si A, B, C' sont trois points deux a deux différents et alignés, il existe une unique homothétie h de centre
A telle que h(A) = B.
Savoir: Le centre d’une homothétie, un point et son image sont alignés.
Savoir: L’image par une homothétie d’une droite est une droite qui lui est parallele.
Méthode: Déterminer I'image d’un point par une homothétie en connaissant 'image d’un autre point.
Savoir: L’image par une homothétie de 'intersection de deux droites est I'intersection des images des deux
droites par 'homothétie.
Méthode: Etant donné le centre de ’homothétie, un point I(M) et un autre point I(N), utiliser les deux savoirs
précédents pour prouver que I(N) est I'image par une homothétie donnée de I(M).
Méthode: Savoir démontrer I’égalité entre deux ensembles (méthode de la double inclusion). Nous avions
conjecturé sur la calculatrice que £ est réduit o un singleton, puis que {J} C &; il reste donc & démontrer dans
3b. que € C {J}.
On peut aussi pour cette question citer la méthode d’Analyse-Synthése (nous avons raisonné par condition
nécessaire, a partir de M = Ms).

Note: Les savoirs mis en jeu sont ceux entrant dans la résolution de ’exercice. Par exemple, le fait de
savoir tracer la perpendiculaire a une droite passant par un point donné ne rentre pas a proprement parler dans
la résolution (méme si ce savoir est indispensable pour pouvoir traiter l’exercice).

2.6 Solution de l’exercice 3: Point de Gergonne

1. Le triangle ABC étant non plat, nous en déduisons que {A, B, C} est un repére barycentrique du plan P.
Supposons que les droites (AA"), (BB’) et (CC") soient concourantes en G. Alors, G est barycentre de A et
A’ c’est-a-dire qu’il existe des réels x et y tels que G = bar((A,x); (A’,y)). Nous pouvons toujours considérer
y = 1, et en utilisant la formule d’associativité du barycentre, nous en déduisons G = bar((A; x); (B; a); (C; ’)).
De méme, il existe des réels y et z tels que G = bar((A4; 8'); (B;y); (C; 8)) et G = bar((4;7); (B;v'); (C; 2)).
Ces coefficients sont proportionnels entre eux, c’est-a-dire qu’il existe deux constantes, k et k', telles que:
(x,a,) = k(B y,5) et (z,a,¢) = K'(7,7',2). On en déduit alors: o = k3, soit k = g et k' = % Nous en
ﬁoﬁ/ = Z{—Cf Ainsi en déduisons-nous la relation: afy = o'('7'.
Réciproquement, supposons cette relation vraie. Alors, les barycentres bar((4; 53); (B; a); (C5 o)),

bar((A; 8); (B; ‘z—',g), (C;8)) et bar((4;7); (B;v); (C; ’86—7)) sont confondus.

Il s’ensuit alors que, par associativité du barycentre, les droites (AA’), (BB') et (CC") sont concourantes.

2. Puisque les droites (AB) et (AC) sont tangentes au cercle C inscrit dans ABC de centre O en
respectivement C’ et B’, nous en déduisons que les triangles OC’'A et OB’ A sont rectangles. Par Pythagore,
nous obtenons: AC”:43’ = De méme, nous montrons que CA’ = CB’ = ¢; et BA' = BC' = b;.

De la relation ¢;A'B + b1 A'C = ﬁ, nous déduisons A’ = bar((B;c1); (C;b1)). On en déduit alors: a = ¢;
et o =b;.
En réitérant ce raisonnement sur les points B’ et C’, nous en déduisons 8 = a1, ' = c¢1, v = by et ¥ = a;.
Alinsi, nous vérifions bien la condition a8y = /3’7" d’olt nous en déduisons que les droites (AA’), (BB’) et
(CC'") sont concourantes. Par 1, G est le barycentre de (A,bic1), (B,c1a1) et (C;a1by). Aussi devons-nous
calculer les coefficients en fonction des longueurs a,b et ¢ des cotés. Nous avons (faire dessin): a = by + ¢y,
b=-c; +ay1 et ¢ =ay + b;. Nous obtenons a; = L’”C, by = &=bte of ¢y = %b_c.

Ainsi, G = bar((A;(a—b+c)(a+b—10¢)); (B;(—a —ﬁb—&— )a+b—2¢);(Ci(—a+b+c)(la—b+c)).

déduisons alors: z =

10
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3 Probabilités

Les probabilités sont présentes a la fois aux programmes de l'oral et de l’écrit du Capes. Pour l'oral 1, cela
concerne les lecons 3 a 8. Les notions de probabilités du programme d’écrit sont celles généralement vues en
L1 et L2 (notez aussi qu’il y a un peu de statistiques au programme). Il est tout & fait possible d’avoir un sujet
de probabilité & l'un des écrits, méme s’il est fort probable qu’il méle a la fois probabilité et analyse réel (étude
de suites, convergence d’intégrales, étude des cas selon la valeur d’un paramétre... wvoir le petit probleme plus
loin). Une particularité du Capes Agricole: bien que le programme de lécrit soit identique a celui du Capes
externe, le poids des probabilités et statistiques est bien plus important (i.e. vous avez de fortes chances d’avoir
des probas/stats a l'une au moins de vos épreuves, sinon deuz (parmi les 4)).

Pour ces révisions en probabilités, nous débutons par un exercice du Bac (utiles pour l'oral 2) puis proposons
un probléme plus difficile, entre probabilités et analyse...

3.1 Exercice 1: Exercice du Bac

Nous débutons ces révisions par un long exercice posé lors d’un Bac S (sur & points). A priori, rien de difficile,
mais n’hésitez pas a réviser vos cours de terminale sur ce domaine.

Un récipient contient un gaz constitué de deux sortes de particules : 75 % de particules A et 25 % de par-
ticules B.

Les particules sont projetées sur une cible formée de deux compartiments KI et K2.

L’expérience est modélisée de la facon suivante :

1
- une particule au hasard parmi les particules de type A entre dans K1 avec la probabilité 3 et dans K2

2
avec la probabilité — ;

- une particule au hasard parmi les particules de type B entre dans chacun des compartiments avec la

1
probabilité 7

Partie A

1. Soit une particule au hasard.
Déterminer la probabilité de chacun des événements suivants :
Al: <« la particule isolée est de type A et elle entre dans K1 > |
A2 : «la particule isolée est de type A et elle entre dans K2 > |
Bl : <« la particule isolée est de type B et elle entre dans K1 >,
B2 : <« la particule isolée est de type B et elle entre dans K2 >,
Cl: <« la particule entre dans K1 >,

C2: <« la particule entre dans K2 > .

2. On procede cinq fois de suite et de facon indépendante a I’épreuve décrite en introduction.
Le nombre de particules étant trés grand, on admettra que les proportions 75% et 25 % restent constantes.

Calculer la probabilité de I’évenement E suivant : < il y a exactement deux particules dans K2 > .

Partie B

Un récipient contient le gaz décrit précédemment. Les particules A sont radioactives et se transforment
spontanément en particules B ; chaque particule A donne en se transformant une particule B.

On note p(t) la proportion de particules A dans le gaz. Ainsi, a l'instant ¢ = 0, on a p(0) = 0, 75.

Plus généralement, si ¢ est exprimé en années, on a p(t) = 0,75e~**, oll A est une constante réelle.

La demi-vie ! des particules de type A est égale & 5 730 ans.

1. Calculer ) ; on prendra une valeur approchée décimale & 10~° pres par défaut.

2. Au bout de combien d’années 10 % des particules de type A se seront-elles transformées en particules de
type B ?

ltemps au bout duquel le nombre de particules restantes est la moitié du nombre initial.

11
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3. Déterminer la valeur de t pour laquelle il y aura autant de particules de type A que de particules de type
B (on arrondira a l'unité).

3.2 Petit probleme de probabilités

Un texte assez typique de ce qu’il est possible de faire entre analyse et probabilités. Au programme, étude de
séries, dérivation, convergence... Ce texte est assez court et un peu technique quant a certaines manipulations.
Prenez votre temps!

Résumé de cours Quelques éléments de cours utiles pour résoudre ce probleme.

Une variable aléatoire est une fonction définie depuis ’ensemble des résultats possibles d’une expérience
aléatoire (noté 2), vers l'ensemble des nombres réels R. On doit pouvoir déterminer la probabilité qu’elle
prenne une valeur réelle donnée ou qu’elle prenne une valeur dans un intervalle donné.

Considérons X une variable aléatoire a valeur entiére (X : Q — Z).

L’espérance de la variable aléatoire X est définie comme E(X) = Y 7o _ kP(X = k). L’espérance
mathématique de la variable aléatoire X est la moyenne des valeurs prises par X pondérées par leurs
probabilités.

La variance de X est définie par Var(X) = E ((X — E(X))?) = E(X?) — E(X)2.

Une épreuve de Bernoulli de parameétre p € [0; 1] est une expérience aléatoire ayant deux issues:
e le succes (de probabilité p)
e D’échec (de probabilité ¢ =1 — p).
La loi binomiale de parametres n et p est une loi de probabilité qui correspond a 'expérience suivante :

On renouvelle n fois de maniere indépendante une épreuve de Bernoulli de parametre p On
compte alors le nombre de succes obtenus a l'issue des n épreuves et on appelle X la variable
aléatoire correspondant a ce nombre de succes.

L’univers X () désigne l'ensemble des entiers naturels compris entre 0 et n.
La variable aléatoire suit alors une loi de probabilité définie par :

px == ()=

On dispose d’une urne qui contient des boules numérotées de 1 a N ,N étant un entier naturel non nul.

On y effectue une suite de tirages successifs d’une boule avec remise de la boule tirée avant de procéder au tirage
suivant. On désigne par X la variable aléatoire réelle égale au nombre de tirages nécessaires pour voir pour la
premiere fois toutes les boules de 1'urne.

1. Calcul de la somme d’une série

On considére un entier n > let la fonction définie sur V'intervalle [0, 1] par :
n
Ve [0,1], Sp(x)= ka
k=0

Donner lexpression de Sy, (z) et en déduire la valeur de la somme :

+o00
S(z) = Z z®
k=0
On rappelle que:

“+oo
1
kot = ——
];) (1-1x2)

12
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2. On suppose que 'urne contient 2 boules (N=2)

1. Montrer que la probabilité d’avoir effectué n tirages pour voir pour la premiere fois les deux boules de
1 n—1
l'urne, est donnée par : pourn >2 p[X =n|= (2>
2. Vérifier que la variable aléatoire Y = X —1 suit une loi géométrique. Quel en est son parametre ? Donner

la valeur de I'espérance et de la variance deY. En déduire 'espérance et la variance de X.

3. On suppose que 'urne contient 3 boules (N=3).

On note A, (respectivement B,, ,C,) 'événement:“la boule A (respectivement la boule B, la boule C) n’a pas

été obtenue au cours des n tirages, n € N*.

1. Déterminer les probabilités suivantes :

p [An} , P [An N Bn] s, P [An N B, N Cn]

2. Exprimer ’événement [X > n] en fonction des événements A,,,B;,,C,.

3. En utilisant la formule ci-dessous :

p[A,UB,UC,] =plA] +p[Bn] +p[Ch] —plAn N By — p[BoNCL] — p[An N Cy] + p[An N By NGy

pes(3) ()

2 n—1 1 n—1
4. En déduire que la loi de X est donnée par : pour tout n >3 p[X =n] = <3) -2 <3>

Prouver que pour tout n > 2 :

5. Vérifier que :

+oo
doplX=n=1

n=3

6. Montrer que X admet une espérance et déterminer cette espérance.

3.3 Solution de ’exercice 1: Exercice du Bac

Partie A

Des parametres de ’énoncé, nous déduisons les probabilités suivantes:
- Soit A I’événement : étre une particule du type A ; p(A) = 0,75.
- Soit B I’événement : étre une particule du type B ; p(B) = 0,25.

Soient A et B deux événements, tels que ’événement B soit de probabilité non nulle. La probabilité
conditionnelle que ’événement A, sachant que I'événement B est réalisé, est le nombre noté P(A|B) (ou
encore pg(A)) défini par :

P(ANB
P(A|B) = P40 B)
P(B)

1 2 1 1
Nous avons alors, d’apres Iénoncé: pa (K1) = 3’ pa(K2) = 3 et pg(K1) = 3 pe(K2) = 3
Pour calculer les probabilités des évenements demandés, il suffit d’appliquer la formule donnant la probabilité

conditionnelle.

L. p(A1) = p(ANK1) = pa(K1) x p(A) = é y % :i ;
p(A2) = p(ANK2) = pa(K2) x p(A) = g “ Z :% ;
p(B1) = p(BNK1) = ps(K1) x p(B) = % « % _ é ;
p(B2) = p(BNK2) = pp(K2) x p(B) = % “ % _ % ;
p(Cl):p[(AﬂKl)u(BﬂKl)]:i+é:§;
P(C2) = plANK2) UBNKD = + o=

13
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2. Cette expérience consiste a répéter, de maniere indépendante, une expérience aléatoire ayant deux issues
possibles: la réussite (la particule projetée atteind la boite K2) et 1’échec (la particule projetée atteind la
boite K1). Nous reconnaissons alors dans cette expérience aléatoire un schéma de Bernouilli de parametre

= P(Cy) = , répétée n = 5 fois. Soit E l'événement <« il y a exactement deux particules dans K2
2 3
5 3
> . Nous avons alors: p(E) = (g) (8) (8) ~ 0,206. Pour dénombrer, on peut procéder de la fagon

sutvante: il y a (g) facons possibles de choisir 2 particules parmi 5, puis la probabilité d’envoyer ces

deuz particules dans K2 est p? = (%)2, et la probabilité d’envoyer les trois autres particules dans K1 est
312
(1-p*=(3)"
Partie B

1. A Vinstant initial ¢ = 0, la proportion de particules A dans le gaz est de p(0) = 0, 75, et au bout de 5730
ans la proportion n’est plus que la moitiée, soit 0,375. Ainsi obtenons-nous:

1 In2
0,375 = 0,75e 70 = = = N — 57300 = —In2 > A= 5256 ~ 0,00012 & 1075 pros
par défaut.
2. On cherche le temps ¢t au bout duquel il ne reste plus que 90 % de particules soit 0,75e~0:00012t
In0,9
Q9x075¢:>€QWM%z0£-¢¢-ﬁxmmmznmam-;#tz;T%ﬁagzgmam.

3. S’il y a autant de particules de type A que de type B, la proportion de particules de type A dans le gaz
sera de 50 % : 0.5

2
Ainsi 0, 75e 7000012t 5 5 = 7 0,00012¢ 0 05 <= —0,00012t ~ In 3= —

e 05) gang
0,00012 ans.

3.4 Solution du probleme de probabilités

1) Nous reconnaissons dans cette expression la somme d’une suite géométrique de premier terme 2% = 1 et de
1— xn-&-l
1—
nous obtenons par passage a la limite: S(z) = 12
—x
2.1) L’événement <« voir pour la premieére fois les 2 boules de I'urne > est la réunions des 2 événements
(disjoints) < tirer n — 1 fois la boule 1 puis une fois la boule 2 > et de < tirer n — 1 fois la boule 2 et une fois
la boule 1 > .

. Iy»=t 1 Iyn-1 1 1\n-1
Ainsi la probabilité est: P(X =n) = (5) X 5 + (5) X 5= (5) .

1\ K
2) Soit k un entier naturel. P(Y =k)=P(X —1=k)=P(X =k+1)= <§> . Nous reconnaissons alors

raison z. Nous avons donc S, (z) = . Quand n tend vers +oo, "1 tend vers 0 (car z € [0;1]). Ainsi,

la loi géométrique de parametre p = 3

1 1—
Ainsi (en utilisant les formules du cours) nous obtenons: E(Y)=—-=2¢et V() = 2p
p p
Il est intéressant de savoir retrouver ces deux formules (dans le cas général). Supposons que X soit une
variable aléatoire suivant une loi géométrique de paramétre p (et notons comme de coutume 1—p = ¢). Ainsi,
P(X =n)=pg" tet E(Y)=) 2 kP(Y =k) = Zk 0 kpg* 1t =p> 12 kq"~!. Nous reconnaissons alors

sous le signe somme la dérivée de la fonctlon T — ﬁ.

=2

Partons de la premiére question: S(z ) S ak = . La fonction  — 12— étant dérivable sur [0; 1]

k—1

nous déduisons que ZZ;’B kx = W (cette expression nous est rappelée dans I’énoncé). En prenant

x = q € [0; 1], nous obtenons alors: E(X) = ﬁ = p% = % Pour retrouver la formule de la variance, nous

utilisons I'expression suivante: Var(X) = E(X?) — E(X)?.

Or, E(X?) = Y22 k*P(X = k) = Y02 k*pg®~1. 11 faut ici utiliser une astuce: E(X?) = Y77 k(k
Dpgc—1pgh—t + Yoo pg"~1. Le second terme est l'espérance de la variable aléatoire X. Pour le premier
terme, nous reconnaissons (a un facteur pres), la dérivée seconde le la fonction S(z) = Y po 2f = =

-1
(définie sur [0;1[). Nous avons en effet: S'(z) = Y 7o ket~ = ey et 8"(z) = o k(k — Dz k=2

(1ac

Il =
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2
(1-z)3"
En utilisant cette relation dans I'expression de E(X?), nous obtenons finalement: E(X?) = ﬁ +E(X) =

2 . .
%. Enfin, en reportant cette expression dans le calcul de la variance, nous obtenons:

2 1 2
Var(X) = E(X?) — BE(X)? = gtp 1 _29+p p+a_ 4

p? p? p? p? p?

On en déduit alors, par linéarité de l'espérance, que E(X) = E(Y+1)=E(Y)+1=3et V(X) =V(Y +1) =

V(YY) =2
3.1) Si nous n’avons pas obtenu la boule A au cours de n tirages, c’est que nous avons tiré uniquement les
2\ "
boules B et C, d’oit P(A,) = (g) .
L’événement A, N B, correspond a n’avoir tiré, durant les n premiers tirages, que des boules C. Ainsi,

1\
P(A, N B,) = (5) .
Nous avons bien sur: P(A, N B, NCy) = 0.

3.2) Rappelons que X désigne la variable aléatoire réelle égale au nombre de tirages nécessaires pour voir
la premiére fois toutes les boules (c.f. début d’énoncé). Ainsi, [X > n] signifie que l'on a pas vu toutes les
boules sur les n premiers tirages. Puisqu’il n’y a que trois boules, nous avons tiré uniquement durant ces n
premiers tirages: soit que des boules A (événement B, U C),), soit que des boules B (événement A, N C,,), soit
que des boules C (événement A,, U B,,), soit que des boules A et B (événement C,,), soit que des boules A et C
(événement B, ), soit que des boules B et C (événement A,,).

Ainsi nous en déduisons: [X >n]=A4,UB,UC,U(4,NB,)U(A,NC,)U(B,NC,)=A4,UB,UC,.

3.3) Avec la formule donnée, nous avons :

P(X > n) = P(A, UB,UCy) =3 x (%)" ~3x (%)" +0=3x (;) - (%)"‘1.

3.4) PX=m) = PX>n-1) - Px >m =6 (2) = (3)-6x(2) - (3"
2\ n—1 1\n—1
-(5) 22 (3)

) S = 3 () -2 (1)) -2 )

n= n=2

—+o0
n 1in .
-2 E g) . Nous reconnaissons les sommes

de suites géométriques: la premiere de premier terme (%) et, en effectuant un changement d’indice, de raison
)

%. La seconde serait de premier terme 3% et de raison 3.

= 4 1 2 1

Nous obtenons finalement: Z P(X =n)== g x =23 9 X =13 =1
+oo =3 +oo 2 n +oo 1 n +oo 2 n +oo 1 n
3.6) E(X):ZnP(X:n):Zn<§) —2211(5) :Zn(§> —1—2271(5) +2
- 711:3 ) 2n:2 - 1 n=2 n=1 n=1
IR G TE L
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4 Géométrie complexe

J’ai mis a part la géométrie compleze de la géométrie classique car c’est un théme que vous pouvez approfondir
et qui permet d’aborder d’autres notions (groupe par exemple). C’est un théme qui revient trés (trés) souvent
au Caplp Maths / Sciences Physiques et que vous devez donc travailler plus spécifiquement si vous envisagez de
vous présenter & ce concours. Il est aussi envisageable qu’une épreuve du Capes externe (comme de linterne)
porte sur ce type de géométrie, en lien avec des concepts algébriques par exemple.

Vous trouverez ici un exercice du bac ainsi que deuz petits problémes, 'un provenant d’un Caplp, et l'autre sur
un théme classique, vous permettant d’aborder de trés nombreuses notions présentes au programme du Capes.

4.1 Exercice du Bac

Dans le plan orienté muni d’un repere orthonormal direct, on considéere ABC un triangle direct sur lequel on
construit extérieurement trois triangles équilatéraux BC A’, ACB’ et ABC’. On considére respectivement les
points P, Q et R centres de gravités respectifs des triangles BCA’, ACB’ et ABC'.

B/

A

c’ "‘

A/
Notons a, b, ¢, a’, V', ¢, p, q et r les affixes respectives des points A, B,C, A’, B’, C', P, Q et R.

1. (a) Traduire, avec les affixes des points concernés, que C” est 'image de A dans une rotation d’angle de
mesure dont on précisera le centre.

(b) Montrer que @’ + b+ =a+b+ec.
2. En déduire que p+qg+r=a+b+c.
3. En déduire que les triangles ABC, A’B’C’ et PQR ont méme centre de gravité.

4. Montrer que
3g—p) =0 —c)+(c—d)+ (a—b).

On admettra que, de méme :

8(r—p)=(a—c)+ (b—a') + (< —b).

5. Justifier les égalités suivantes :

a—c=¢e3( —¢);b—d =€5(c—d);  —b=¢c"F(a—b).

6. Déduire des questions 4. et 5. que le triangle PQR est équilatéral.
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4.2 Probleme de Caplp

La forte probabilité d’avoir un exercice (ou un probleme) de géométrie complexe est une particularité du concours
de Caplp de Maths/ Sciences Physiques. Cet exercice (ici un petit probléme) est généralement accompagné
d’ezercices (ou d’un probléme) d’analyse réelle ou de probabilités. Attention, ce petit probleme est assez difficile...
vous pouvez passer pas mal de temps dessus! Outre les notions de géométrie complexe, vous devrez utiliser le
définition monofocale de I’hyperbole équilatére, que je vous rappelle ci-dessous:

Définition monofocale de 1I’hyperbole On se place dans le plan rapporté par un repere orthonormal.
Soient D une droite et F' un point n’appartenant pas a D. On appelle hyperbole de directrice D et de foyer
F l’ensemble des points M du plan vérifiant :

d(M, F) o1

————= =¢ avece

d(M, D)
ou d(M, F) mesure la distance du point M au point F' et d(M, D) mesure la distance du point M a la droite
D. La constante e est appelée excentricité de 'hyperbole.

On se propose d’étudier une transformation ponctuelle F' du plan dans lui-méme qui conserve les aires et dont
les restrictions a deux droites données sont des homothéties de rapports inverses. Ces propriétés permettent
la construction géométrique de I'image d’un point par F. Elle permettent aussi de mettre en évidence des
hyperboles qui restent invariantes par F. On désigne par f lapplication de C dans C qui est associée a
F lorsque I'on a muni le plan d’un repeére orthonormal (O, u’; ¥') permettant d’associer & tout point M de
coordonnées (z;y) son affixe z = x 4 iy. La fonction f est définie par:

() = i(sz +3iz)

ou z désigne le conjugué de z.

Partie I. Etude sommaire de f (ou F)

1. Etude analytique
Soit 2/ = f(z) laffixe de M’, transformé de M d’affixe z. En posant z = x + iy et 2/ = 2’ + iy,
déterminer les coordonnées (2';y’) de M’ en fonction des coordonnées (z;y) de M. En supposant des
relations obtenues que (2';y’) est un couple donné, montrer qu’il existe un seul couple (z;y) satisfaisant
A ces relations. En déduire que F est bijective et déterminer F~! par les relations fournissant z et y en
fonction de z’ et de y'.

2. Restrictions de f aux bissectrices des axes
Soient Dy et Dy deux droites d’équation y = x et y = —x. En utilisant, par exemple, les relations
précédentes, montrer que les droites D, et Do sont globalement invariantes et que les restrictions de F' a
la droite Dy et a la droite Do sont des homothéties de rapports inverses I'une de I'autre. On précisera ces
homothéties.
Déduire de ce qui précede que F' n’est pas une isométrie.

3. Propriété d’invariance

(a) Déterminer, s’ils existent, les points invariants de F'.

(b) Montrer que I'image par F' d’une droite est une droite.

(¢) Montrer que 'image du milieu I d’un segment [M7 Ms] est le milieu I’ du segment [M{Mj] ot M et
M sont les images respectives de M; et M.

4. Propriété de conservation des aires

. N N — — N . — —>
Pour cette question, on compléte le repere (O, w; v') en un repere orthonormal direct (O; w'; v';

I’espace, ce qui permettra d’utiliser des produits vectoriels.

N
k

) de
(a) Soient deux points A et B d’images respectives A’ et B’. Montrer que

—_— — —_— —

OA'NOB' = 0OAANOB.
(b) Plus généralement, si A’, B’ et C’ désignent les images des points A, B, C, prouver que

_ = - —
A'B'NA'C'= AB A AC.
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()

Conclure que laire du triangle A’B’C” est égale a celle du triangle ABC.

5. Construction géométrique d’un point image

(a)
(b)

()

Soit A une droite coupant les deux droites D1 et Dy en deux points distincts. Définir une construction
géométrique de I'image A’ de A par F.

Soit M un point du plan qui n’appartient ni & Dy ni a Dy. Définir une construction géométrique
simple de I'image M’ de M. On commencera par déterminer une droite A passant par M coupant
les deux droites Dy et Ds en deux points P; et Py tels que M soit le milieu de [Py Py).

Donner également des constructions géométriques des images de droites qui passent par O ou qui
sont paralleles soit a Dy soit a Ds.

Partie II. Etude d’hyperboles invariantes

1. Préliminaires sur certaines hyperboles du plan

(a)

(¢)
(d)

Le nombre réel k étant donné différent de zéro, montrer que I’ensemble H;. des points de coordonnées
(x,y) vérifiant y? — 2% = k peut étre considéré comme la réunion des graphiques des deux fonctions
x> Ve + ket x— Va2 + k.

En supposant d’abord &k > 0 (puis k£ < 0), dessiner I'une de ses deux courbes et en déduire I’ensemble
‘Hj.. On précisera en particulier, pour ces courbes, les asymptotes et la position de Hj relativement
a ses asymptotes. Prouver que Hj est une hyperbole.

Dans ce qui suit, on considere la courbe 7’{7C dont I’équation est y = Va2 + k avec k > 0. Soit My un
point de ﬁ; de coordonnées (zo;yo). Montrer que la tangente T & 7,_716 au point My a pour pente ;—g
En déduire que la direction de cette tangente et la direction de (OMj) sont symétriques par rapport
a Dl ou a DQ.

Soient P; et P; les points d’intersection de T" avec Dy et Dy respectivement. Montrer que M est le
milieu de [P P].

Traduire les propriétés précédentes pour un point My de Hy lorsque k& > 0. Que deviennent-elles
lorsque k < 07

Montrer que la courbe Hj, est également 'ensemble des points M d’affixe z vérifiant: Re(z?) = —k
ou encore Re(z?) = —k.

2. Invariance des hyperboles

(a)
(b)

Calculer le carré de 5z + 3%, puis exprimer sa partie réelle a I’aide de Re(z?).

En déduire que si M appartient & Hj, alors M’ son image par F appartient aussi a Hj,, autrement
dit, Hj est invariant par F.

4.3 Petit probleme: Autour du pentagone régulier

e 1. Somme des racines cinquiémes de 1’unité
On note w = cos(2F) +isin(Z) et o = w + w et f = w? + w?®.

a. Calculer la somme 1 + w + w? 4+ w3 + w*.

b. En déduire que o et 3 sont solutions de 1’équation (E): X2+ X —1 = 0.

271')

c. Déterminer a en fonction de cos(%").

d. Résoudre I’équation (F) et en déduire la valeur de cos(

%),

e 2. Sur le pentagone régulier
Pour ¢ € {0,--- ,4}, on désigne par A; le point d’affixe w® dans le plan affine muni du repére orthonormé
(O,7;v). Soit H le point d’intersection de la droite (A;A44) avec 'axe (O; ).

a. Montrer que OH = cos 2Z.

5

b. Soit (C) le cercle de centre Q2 d’affixe %1 passant par B d’affixe . On note M et N les points
d’intersections de (C) avec I'axe (O, uw) (M est d’abscisse positive). Montrer que OM = a, ON = f3 et
que H est le milieu de OM.

c. En déduire une construction du pentagone régulier a I'aide uniquement d’une regle et d’un compas.

18



Jf. Culus Préparation au Capes de Maths: travail d’été

e 3. Constructibilité a la régle et au compas du polygone régulier a 15 cotés
a. Construire le triangle équilatéral dont un des sommets est le point Ay d’affixe 1.
b. En déduire une construction du polygone régulier a 15 cotés.

c. Plus généralement, supposons que les polygones réguliers & n et m cdtés (respectivement notés
mathcal P(n) et P(m)) soient constructibles & la régle et au compas, et que n Am = 1. Montrer alors que
le polygone régulier P(mn) & n X m cotés est aussi constructible & la régle est au compas.

Indication: On montrera que l’angle A@l du polygdne P(nm) est constructible a la regle et au compas
uniquement.

e 4. Structure de groupes
Montrer que I'ensemble Us = {1; w;w?; w?;w*} est un sous-groupe de (C*; x).

e 5. Groupe des isométries laisant invariant le pentagone régulier
On cherche I'ensemble des isométries laissant invariant le pentagone régulier AgA; A3 A3 A,.

a. Montrer que I’ensemble J5 des isométries du plan P laissant invariant le pentagone AgA; A3 A3Ay est
un groupe pour la loi de composition et préciser le cardinal de Js.

b. Soit s¢ la symétrie par rapport & I'axe (O, @). Donner I’expression complexe de so et montrer que
so € Js.
c. Soit rg la rotation de centre 0 et d’angle 2?“ Donner 'expression complexe de 79 et montrer que rg € Js.

d. En déduire tous les éléments de J5. A quel groupe J5 est il isomorphe?

4.4 Solution de ’exercice du Bac

(a) ABC’ est un triangle équilatéral. [BC'] est 'image de [BC] dans la rotation de centre B et d’angle
T

3 e qui s’écrit en notation complexe : ¢/ —b = e'5 (a — b).

(b) On obtient de méme avec les deux autres triangles équilatéraux :
V—a=¢e5(c—a)eta —c=¢e5(b—c).
En ajoutant membre a membre les trois égalités précédentes, nous obtenons:
d—b+lVV —a+ad —c=e5(a—bt+tc—a+b-c) &= d+bV+—(a+b+c)=¢e3 x0 <=
ad+4+b+d—-(a+b+c)=0 <<= d+V+=a+b+ec

2. Les points P, @ et R sont les centres de gravité ou les isobarycentres des sommets respectifs des trois
triangles équilatéraux, d’ou :

b+c+a c+a+b at+b+c . b+c+a +c+a+b+a+b+c
= y 4= , T = soit en sommant : p+qg+r = 3 —
b b b 3 b
+c+c+a+§—|— +a+ +c: (a+3+c)=a—|—b+c.

b / b/ /
3. Onadonca+bt+c=ad +b+d=p+q+r < atotc _atbte :p—i—q—i—q. Cette double

3
égalité se traduit géométriquement par : les triangles ABC, A’B’C’, PQR ont le méme centre de gravité.

4. D’apres la question 2. 3p=b+c+a’ et 3¢ = ¢+ a + b’ soit par différence
3(g—p)=ct+a+b/—b—c—d = —c)+(c—d')+(a—b). Deméme 3(r—p) = (a—c)+(b—a’)+( —b).

5. A est 'image de C’ dans la rotation de centre C et d’angle %, se traduit par a —c = €' (b — ¢). De méme
B est I'image de C dans la rotation de centre A’, soit b’ —a = e!5(c — @) et d’apres la question 1. a.
d—b=¢e5(a—0b).

6. On a admis & la question 4. que 3(r —p) = (a—c¢)+ (b—a’) + (¢ —b). Soit d’apres la question précédente

:3(r—p) =e5 () —c)+ (c—a')+ (a—b)] = 3¢5 (¢ — p), ce qui signifie que R est I"image du point Q
dans la rotation de centre P et d’angle 7. Ainsi, PQR est un triangle équilatéral.
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4.5 Solution du probleme de Caplp

Partie I. Etude sommaire de f (ou F)

1. Etude analytique
Soit M un point d’affixe z; notons M’ son image par F, d’affixe 2z’ = f(z). Posons z = x + iy et 2/ = 2’ + iy’
(avec (z,7), (z',y") € R?). Nous avons alors:
1

1 1
7 = Z(52: +3iz) = 4(5:1; + 5iy + 3i(z + iy)) = Z((5nc + 3y) +i(3z + 5y))

Or, deux complexes sont égaux si et seulement si leurs parties réelle et imaginaire le sont, ce qui implique donc:
Re(2') = 2’ = Re(3((5z + 3y) +i(3z + 5y))) = 1(5z + 3y) et Im(z) =y’ = Im(5((5z + 3y) + i(3z + 5y))) =
i(?)a: + 5y). En raisonnant par équivalence sur ce systéme, nous obtenons:

4y’ =3z +5y 12y’ =9z + 15y 202’ — 12y’ =16z /

5z’ =3y’
Ar' =Bz +3y 202/ = 25z + 15y Sr+3y =da' | ool =g
y — —314—0—53}

Ainsi, tout point M’ d’affixe 2’ = 2’ + iy’ admet un unique antécédent M par F d’affixe z = x + 1y avec
z = 1(52" — 3y’) et y = 1(—32’ 4+ 5y’). Aussi, F est-elle une bijection du plan dans lui-méme.

Méthode [Démontrer qu’'une fonction est une bijection]

Meéme si le sujet nous guide dans le moyen de démontrer que F'
est une bijection, il est bon de rappeler les grandes méthodes pour
cela.

On n’insiste pas outre mesure sur
le lien entre f et F: F est une
application qui d un point du
e Montrer en deux temps: déja que F est injective (i.e. que si plan, associe un point du plan.
f(z1) = f(z2) avec z1 = z) puis qu'elle est surjective (i.e. que| L application f: C — C lui est
pour tout point M’ d’affixe 2, on peut trouver un point M| associée: elle est telle que si z
d’affixe z véfiant f(z) = 2/). est Uaffixe de M et 2' Uaffize de
F(M), 2’ = f(2). Nous avons en
e Montrer que f admet une fonction inverse, c’est-a-dire exhiber| fait démontré que f était bijec-
une fonction g telle que f og = Id (Ou go f = Id) Cest la tive, ce quz Zmphque la bljeCtZO?’L
méthode ici employée, par inversion des formules donnant (z';y') | de ’application F. Nous rever-

en fonction de (z;y). rons cela plus particulierement
. L ., en étudiant la structure d’espace
e Dans le cas ou f est une application linéaire entre deux es- affine P

paces vectoriels E et F' de méme dimension, on peut utiliser
le théoréme du rang pour raccourcir la démonstration. Il suffit alors de montrer que f est injective (ou
surjective) pour pouvoir conclure.

Théoreme 3 (Théoréme du rang)

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels (K étant un corps commutatif, typiquement K =R ou C). On
suppose de plus que E est de dimension finie. Alors, pour toute application linéaire f € L(E, F'), I'image

de f est de dimension finie et
rg(f) + dim(Rer(f)) = dim(E)

ot rg(f) désigne la dimension de I'image de f (rg(f) = dim(Im(f))).

2. Restrictions de f aux bissectrices des axes
Si M € Dj alors il a pour coordonnées (x;z) € R%. Soit M’ = F(M) de coordonnées (z';y'); nous avons
alors: o/ = $(5z + 3z) = 2z et y' = (3 + bz) = 2z et donc M’ € D;. Réciproquement, si M’ € Dy est de
coordonnées (z';z’) alors il a pour antécédent le point M de coordonnées (z;y) avec x = (52’ — 32')/4 = /2
et y = (=32’ +52')/4 = 2’ /2, soit M € Dy. Aussi la droite D; est-elle globalement invariante par F et de plus,

o —
nous avons: OM' = 20M. Aussi M’ est-il 'image du point M par 'homothétie de centre O et de rapport 2.
En reprenant cette méthode pour D, mnous obtenons que si

M(z,—x) € Dy alors F(M) = M’ est de coordonnées (' = z/2;y' =
y/2), donc M’ € Dy. Réciproquement, si M'(z';—x') € D, son
antécédant par F' est le point M de coordonnées (x = 2z';y = 2y').

Une isométrie est une transfor-
mation du plan qui conserve les
longueurs; les seules homothéties

On en déduit alors que OM' = %OM, c’est-a-dire que la restriction de F qui sont aussi des isométries sont
a la droite Dy est I'homothétie de centre O et de rapport % les homothéties de rapports 1 ou
La restriction de F' aux droites Dy et D5 sont des homothéties de rapports 1.

2 et % qui ne sont pas des isométries. Ainsi, F' n’est pas une isométrie.
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3. Propriété d’invariance
3.a. Soit M(z,y) un point invariant sous F. Ainsi, F(M) = M et donc nous avons: z = 1(5z + 3y) et
Yy = i(?)x + 5y). En résolvant ce systéme, nous obtenons x = y = 0. Alinsi, seul le point origine O est invariant
par F.

Remarque 1

Différence entre invariant et globalement invariant Nous avons précédemment vu que les droites Dy et Do
étaient globalement invariantes par F', c¢’est-a-dire que si M € Dy alors f(M) € Dy. Néanmoins, les points
de ces droites ne sont pas (tous) des points invariants (c’est-a-dire tels que F(M) = M). En analyse, on
parle de point fixe au lieu de point invariant. Nous pouvons aussi dire (en algébre) que Dy et Dy sont stables
sous laction de F' (stable = globalement invariante).

3.b. Pour ce faire, nous allons montrer que les images de trois points alignés sont alignés. Soient My, My et M3
trois points distincts d’affixes respectives zq, 2z et z3. Les points My, My et M3 sont alignés si et seulement si
—_— —

—_— - .
(M1 Ms; M1 M3) =0 mod 7. Les affixes des vecteurs My M3 et My Ms sont respectivement zs — 2o et zo — 21:
ainsi, I'égalité d’angles est équivalente a

zZ9 — 21

arg(ze — z1) —arg(zz —z1) =0 mod 7 < arg( ) =0 modmr

zZ3 — 21

22—Z1

— est-il réel, et donc nous avons:

22 — 21 22 — 21
Z3 — 21 Z3 — 21

A présent, montrons que les points M, M} et M} sont alignés. Nous avons:

Aussi, le complexe

5z1 + 312
4 )

Dz + 312y .
4 b

dz3 + 3iz3

/I
23 = 1

! I
1= Z9 =

Comme f est une bijection, de z; # z3 nous déduisons z{ # z§. Ainsi:

2y — 21 Bz —21) + 3i(Z — 71)
24 — 24  B(z3 — 21) + 3i(z3 — 70)

Pour simplifier les calculs ci-dessous, nous allons employer le lemme suivant:

Lemme 1
Si a,b,c,d sont des complexes (b# 0 et d #0) alors § = § = gié.
Démonstration: De & = < alors ad — be = 0. Ainsi, & — ¢t¢ — abtad—ab—cb _ ad—bc _ () oy otc — a
: b~ d : > b b+d b(b+d) b(b+d) ’ b+d — b°
TR A A g . .. < 5(zh—2 3i(zf—2" . P
De égalité 24 — 2272 ce qui est équivalent & 222221 — 3421 Aingi nous en déduisons:
q q ,
Z3—%1 25 —2] 5(z5—27) 3i(zh—z])

/ /
29 — 2] 22— 2

Zh—2  zy—z1

De =21 € R nous déduisons que 2:2 € R et donc les points M{, M} et M} sont alignés. L’application F
conserve donc l'alignement.
On montre de méme que 'application F~! associée & 'application f~! : C — C définie par f~1(z/) =

(52’ — 3iz’) conserve l'alignement.

Remarque 2 (Démonstration en notation affine)

R

Nous pouvons aussi, en employant ’écriture affine, considérer Iapplication linéaire F associée a F. Elle
— = —

associe, & tout vecteur w d’affixe z le vecteur w’ d’affixe 2/ = f(z). F est une application linéaire F (Ajw; +
— — —

Xows) = M F(wi) + Ao F(ws3). De plus, si w de coordonnées (x,y) est un vecteur de fRer(F'), alors
—

105z +3y) = 0 et (3z +5y) = 0, soit + = y = 0, et donc W = 0, ce qui signifie que F est un

endomorphisme injectif. Par le théoréme du rang, nous déduisons que F' est bijectif, et donc F' ’est aussi.

—
Ainsi, image (par F d’une droite vectorielle est une droite vectorielle, et par suite I'image par F d’une
droite est une droite.
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3.c. On considere I le milieu de [M;Ms] (d’affixes respectives z; et z9). Alnsi, si z; est affixe de I, nous
avons zy = 21“2 . Notons par Mj, M et I’ les images respectives des points My, My et I par F'. Leurs affixes
vérifient alors

1 . 1 —
2= f(z) = 1(52'1 +3iz1), 25 = f(22) = 1(522 +3iz3), et 27 = f(z1)
Ainsi, nous avons:

3
5 T

A4z 1 <5z1+zQ .zl+zZ>
2 4

1

Il s’ensuit que 2} = # et donc, 'image du milieu de [M; M) par F est le milieu de [F(M;)F(Ms)]. Le point
I’ est donc le milieu de [M]MJ}] et I'application F' conserve les milieux.

Remarque 3 (Application affine)

Nous venons de voir que F' conserve les milieux. Une condition bien plus forte caractérise une importante
classe d’applications: les applications affines. Une application est dite affine si elle conserve les barycentres.
Nous verrons durant ’année de préparation que les applications affines (les plus courantes) sont les transla-
tions (caractérisées par leur partie linéaire, qui est Id), les symétries centrales (leur partie linéaire est —Id),
les homothéties affines (leur partie linéraire étant une homothétie vectorielle), les synétries affines (possédant
au moins un point fixe et dont la partie linéaire est involutive), les projections affines (possédant au moins
un point fixe et dont la partie linéaire est un projecteur), les affinités (regroupant toutes les applications
précédentes) et les transvections.

4. Propriété de conservation des aires
4a. A(xa;ya) et B(zp : yg) ont pour images respectives A'(xa;ya/) et B'(xp;ypr). Les coordonnées des
- —_—
vecteurs OA’ et OB’ sont:

. (5.4 +3ya)/4 . (525 + 3yp)/4 . 0
OA"=| (Bwa+5ya)/d |; OB = (3zp+5yp)/4 |. Ainsi OA'ANOB = 0
0 0 TAYp —YarTp

Or, par calcul, nous obtenons: r4/yp — yarp = %((517,4 +3ya)(Bzp + 5ys) — (3xa + 5ya)(bxp + 3yp)) =

. —_— —_— —

2AYyB —yayp. 1l s’ensuit alors que OA’ ANOB’' = OAANOB.

4.b. Soient A, B,C trois points du plan et A’, B’,C’ leurs images respectives par F. Par antisymétrie et
bilinéarité du produit vectoriel, nous avons:

_— — —_ — — _ —— —— ——
A'B'NAC =(A0+0B)YNAC' =A0ONAC'+0B NAC!
=—0A NA'C'"+OB' NA'C'=-0A N(AO+0C")+ 0B AN(AO+ O_(f)
—_—
=—-0A' NOC'"+0OB'NOA"+ OB ANOC".
Or par I.4.a nous avons OANOB = O—A; A OB’. Ainsi obtenons-nous:
—_— — —_— = = = —  —
AB'NA'C" =—-0ANOC+OBANOA+OBAOC
e —_— — —_— — —_—  —
=—-0OANAO -OANOCH+OBNAO+OBAOC
— —_— — — —_— — —_— s —  —
=—-0AAN(AO+0OC)+OBA (A0 +0C) = —-OANAC + OB A AC  4.c. Nous savons que,
=—-0ANAC+OBANAC =(-OA+OB) AN AC
—_—
= ABA AC.
HA—B>/\A_C>'H = ABx AC x sin(A_B> A—C>’) Soit H le projeté orthogonal de B sur [AC’] nous obtenons alors BH =

AB sm(AB AH) et donc l'aire du triangle ABC vaut 49XBH 5ot ACXABXNH(AB 4%) o encore & ||AB/\ AC||
La résultat de la question précédente implique donc ’égalité des aires entre ABC et A'B'C'.
5. Construction géométrique d’un point image
5.a. Soit h; 'homothétie de centre O et re rapport 2 et hy 'homothétie de centre 0 et de rapport 1/2. Soient
M; et Ms les points d’intersection de A avec (respectivement) D; et Dy. D’apres la question I.2., la restriction
de F' a Dy coincide avec I’homothétie hi, et sa restriction a Dy avec 'homothétie hs. Il s’ensuit alors que

M| = F(My) = h1(M;) et M5 = F(Ms) = ho(Ms), d’ou les égalités vectorielles:

! S ! 1—0
OM[ =20M; et OM; = ;OM,.

Ainsi, Mj est le symétrique de O par rapport & My et M/ est le milieu de [OMs]. Par 1.3.b., image par F
d’une droite est une droite, donc 'image par F de A est la droite (M;M}): sa construction se déduit donc de
celle des points M et M.

5.b.
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<

Soit M un point du plan n’appartenant ni a D1,

ni a Dy et notons P; et Ps les points d’intersection du
cercle de centre M de passant par O avec les droites
Dy et Dsy. Le triangle OP; P> est rectangle en O car
les droites D1 et Do sont perpendiculaires. Le cercle
de centre M et passant par O est donc son cercle
circonscrit: le point O est donc le milieu de [P Ps].
Nous savons par I.5.a. que le symétrique P; de O par
rapport a P; est 'image par F' de P; et que le milieu
P} de [OPs] est I'image de P, par F. Or, par 1.3.c.,
P’application F' conserve les milieux: ainsi I'image de
M milieu de [P P;] est le milieu M’ de [P{; Pj]. La
construction des points Pj et Pj implique celle du
point M.
5.c. Soit D une droite passant par O. Par la question
1.3.a., nous savons que O est un point fixe de F' donc
I'image de la droite D par F contient O. Puisque
limage d’une droite (par F') est une droite, nous déduisons que F(D) est une droite passant par O. Enfin, soit
M un point quelconque de D: par la question précédente, nous déduisons une construction de M’ = F(M), et
nous aurons alors F(D) = (OM’). Montrons & présent que F conserve le parallélisme.

Soient d; et dy deux droites paralléles distinctes. On note dj et

dj, leurs images respectives par F' et raisonnons par I’absurde en sup-
posant que les droites d et df soient sécantes en un point M’. Notons
alors My 'antécédent de M’ par F sur di et My son antécédant par
F sur dy. Or, par I.1., 'application F est bijective ce qui implique
My, = Msy: les droites d; et do seraient sécantes, ce qui contredit
Phypothese. Ainsi, par absurde, nous avons prouvé que les droites d
et di, étaient strictement paralleles.
Considérons a présent une droite D parallele a D1, et appelons Ms son
point d’intersection avec Dy (ce point existe bien puisque les droites
D; et Dy ne sont pas paralleles). Nous pouvons, par la méthode
précédente, déterminer le point M/ image du point Ms par F' (M) est le milieu de [OM5]). Comme les droites
Dy et Dy sont globalement invariantes par F' et que F' conserve le parallélisme, I'image par F' de la droite
paralléle & D; passant par My est la droite parralele & F(D;) = D; et passant par Mj. Aussi, pour construire
Iimage de D, il suffit de tracer la paralléle & D; passant par le point M}. Nous procédons de méme pour tracer
I'image d’une droite parralele a la droite Ds.

C’est  une  propriété  assez
classique des transformations
usuelles du plan  (rotations,
homothéties, translations... ).
Une transformation conserve le
parallélisme si les images, par
cette transformation, de deux
droites paralléles, sont deux
droites paralléles.

Partie II. Etude d’hyperboles invariantes

1.a. Soit k un réel non nul et Hy, I'ensemble des points de coordonnées (x,y) vérifiant y*> — 22 = k. Alors:
y=Vari+k
McH, ey -—22=kesy>=2>24+ka < ou ( pour les x tels que Va2 + k soit définie).
y=-—Va?+k
Ainsi, Hy est la réunion des graphes des deux fonctions z — vz2 + k
et x— —Va? + k.
Supposons k < 0. Alors, la fonction x — /22 + k est définie sur D :
] —00; —v/—kJU[v/—Fk; +oo[. Cette fonction est continue sur D et dérivable D2 T D1

sur D. Cette fonction est paire. Etudions a présent les assymptotes de
cette courbe. Nous avons: limg, 4o VZ2 +k—2 = limz 1 o0 ﬁ =
0 ce qui implique que la droite D1 d’équation y = x est asymptote de cette
courbe en +oco. Nous constatons, en étudiant le signe de V2 + k—x pour +
x suffisamment grand, que la droite est placée au-dessus de la courbe. L L
Nous obtenons alors la courbe dans son entier par symétries par rapport
aux axes des abscisses et des ordonnées.

Considérons a présent la droite d’équation Dy : y = % ainsi que
le point F} de coordonnées (0; \/ﬁ) Si M est un point appartenant
& Phyperbole de foyer Fj, de directrice D), et d’exentricité e = /2, -

Fi. M o . F,sz _ I . 1
alors A0 = \/5, soit AP = 2. Nous obtenons alors I’équation
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2 +y? — 2v2ky + 2k = 2y — 2v/2ky + k, qui se simplifie en y? — 22 = k; ainsi, M est un point de Hj.
Nous venons ainsi de montrer que tout point de I’hyperbole appartient a Hy. Réciproquement, en remontant
les calculs, nous constatons que si M est un point de Hy, alors M appartient & ’hyperbole équilatere de foyer

Fy(0; v2k), de directrice Dy, d’équation y = ‘/TQTC et d’exentricité v/2.

Nous obtenons des résultats semblables pour le cas k& > 0.

1.b. Soient la courbe 7@ d’équation y = Va2 + k avec k > 0 et My : (xo;y0) € 77{; Nous avons yp = v/x2 + k.
Le coefficient directeur de la tangente en My vaut 3¢ (le dénominateur est non nul). La droite (OMpy) a pour
coefficient directeur yo/xg (pour x # 0): les pentes de ces deux droites étant inverse I'une de lautre, nous
déduisons qu’elle sont symétriques 'une de lautre par la symétrie par rapport & D; (en effet, cette symétrie
échange abscisses et ordonnées).

Le triangle OMyP est isocele en My et OMy = MyP;. De plus, D; étant perpendiculaire & Do, nous en
déduisons que OP; P, est un triangle rectangle en O. Les angles Pmo et J\@O sont complémentaires de
Pl/OMO et MyP;O: aussi, sont-ils égaux. Le triangle OMyP; est isocele en My et nous avons OMy = MyPs.
My étant un point de (P Py) vérifiant MyP, = My P», nous en déduisons qu’il est le milieu de [P Py].

1l.c. La courbe Hj est la réunion de 7/1\;C et de son symétrique par rapport a l’axe des abscisses. Or, cette
symétrie laisse les droites Dy et Dy globalement invariantes. La symétrie étant une isométrie, elle conserve les
tangentes, les milieux et les angles (non orientés). Aussi les propriétés de II.1.b peuvent-elle étre étendues &
Hi.

Soit M de coordonnées (x;y) appartenant & Hy. Alors son symétrique par rapport & D; est le point M’ de
coordonnées (z' = y;y' = z), et donc y"? — 2’ = —k, c’est-a-dire que M’ € H_;. Comme nous vérifions la
propriété réciproque, nous en déduisons que les courbes Hy, et H_j sont symétriques 'une de ’autre par rapport
a la droite D;. La symétrie axiale étant une isométrie, elle conserve les tangentes, les milieux et les angles (non
orientés). Les propriétés établies en II.1.c pour Hj pour k > 0 sont aussi valables pour Hy avec k < 0.

1.d. Soit M d’affixe z = x + iy. Nous avons 22 = (22 — y?) + 2izy et 22 = (22 — y?) — 2izy, soit donc
Re(2?) = Re(22) = 22 — y%. La courbe Hy, des points M dont les coordonnées z et y vérifient y> — x> = k est
donc l'ensemble des points d’affixe z vérifiant Re(2?) = k.

2. Invariance des hyperboles.

2.a. Apres calculs, nous obtenons: (5z + 3i%)? = 2522 — 972 + 30i|2|2. 30i|z|? étant un imaginaire pur, sa partie
réelle est nulle. Aussi, Re ((5z + 3iz)2) = Re(2522) — Re(922) = Re(2522) — Re(92?) = 16Re(22).

2.b. M(z) € Hi & Re(z?) = —k & 16Re(2)? = —16k < Re (f(2)?) = —k. Ainsi, obtenons-nous:
M(z) € Hy & M' = f(M) € Hy. Aussi, Hy est-elle globalement invariante par ’application F.

4.6 Solution du probléme autour du pentagone régulier

1. On pose a = w + w? et B = w? + w>.
1.a. Notons que w = e?™/5. Nous reconnaissons la somme des premiers termes d’une suite géométrique et

obtenons donc: 14+w+w?+w3+w* = % Or, w® = (62”/5)5 = 2™ = 1. Il s’ensuit que 1+w+w?+w?+w? = 0.
Autre méthode Nous pouvons aussi utliser la factorisation X1 = (X — 1)(X*+ X3 + X2 + X + 1) appliquée &
w. Il suffit alors de remarquer que w # 1, ce qui permet la division par w — 1.

1.b. Par l.a. 1+a+ 3 =0 donc a+ 3 = —1. Calculons le produit: a x 3 = (v + w?) x (W? + w?) =
Bt +uS+0" =wtw?+wd+wt = —1. car w® = 1. D’apres les relations entre coefficients et racines, nous
en déduisons que a et 3 sont solutions du polynéome (X —a)(X —3) = X? — (a+ )X +axf= X2+ X —1.

Théoréme 4 (Relation coefficients - racines)

SiP=Y}_,apX" est scindé, P = a,(X — A1)+ (X — \,) alors

-1 kGn—k _ S Y
( ) an Z A7/1 )\Zn

1<61 <ip < <ip <n

Note: Ce théoréme est ici employé dans un cas trés simple: il s’agit du fameuzr X? —SX +P ot S est la somme
des racines et P leur produit, vus en Terminale.

1.c. o =w _’_w4 _ eQzTr/S + 68171'/5 _ 62171'/5 + ez(27r—27r/5 _ eQzTr/S =+ 6—2171'/5 _ 2008(2%).

1.d. On calcule le discriminant de X2 + X —1 = 0: A =5 donc ce polynéme admet deux racines réelles:

_1%‘/5 et %\/g Comme cos(27/5) > 0, nous en déduisons que cos(27/5) = _1%\/5
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2ir/5 2im/5 _ 2im/5 _

2.a. A; a pour affixe e et A4 a pour affixe e=27/%, Le vecteur m a pour affixe e”
2isin(27/5). Aussi est-il orthogonal & I'axe des abscisses (O; w). Ainsi, OH est I’abscisse de Ay, d’ot OH =
Re(e?™/5) = cos(21/5).

2.b. L’équation du cercle C est (z+ %)2 = QB?. L’équation de I'axe réel étant Jm(z) = 0, nous en déduisons
que les points M et N vérifient le systéme (z + %)2 = QB? et z réel. 11 s’ensuit, puisque QB2 = i +1= % que
I'on recherche les réels z vérifiant (z 4+ )% = 2, soit 22 + z — 1 = 0. Nous reconnaissons 1'équation (E) dont o
et 3 sont solutions. Il s’ensuit alors que OM = o > 0 et ON = .

Montrons & présent que H est le milieu de OM. Le milieu de OM a pour affixe /2 = “’*2“4 = 62m/5+2€_2”/5 =
cos(2m/5) qui est bien l'affixe de H. Donc H est le milieu de [O; M].

2.c. On trace le cercle de centre O et de rayon quelconque, que I'on consideérera ensuite comme 'unité.
On trace une droite passant par O et coupant C en Ag. On compléte en tragant la droite D’ orthogonale & D
passant par O. Nous obtenons ainsi un repére orthonormé, et 1’on note B le point intersection de C ND’ tel que

(O,0Ap; OB) soit un repere orthonormé direct. On construit avec le compas et la régle le point H milieu de
OAy et tragons D la paralleéle & D’ passant par H. Nous appelons A; et Ay les intersections D” N C. Une fois
que nous avons la distance AgAj1, il nous est facile de la reporter, a I’aide du compas pour obtenir le point Ao
comme intersection de C avec le cercle de centre A; et de rayon A; Ag. Nous procédons de méme pour construire
As.

3.a. Considérons donc le triangle équilatéral de sommet Ay d’affixe 1. Notons C; et Cs les deux autres
sommets de ce triangle. Le triangle équilatéral AyC;C5y étant inscrit dans le cercle de centre 0 et de rayon 1,
nous déduisons que O est le centre de gravité de ce triangle, et donc il est situé au 2/3 des bissectrices. Soit
I le milieu de [C1C5]. I est sur I'axe (OZ') et nous avons alors Ag0 = 1 = 2/3AI et donc I est d’affixe S
Il suffit alors de tracer la parallele a 'axe (07) passant par I: les points d’intersections de cette droite et du
cercle trigonométrique sont C; et Cs.

3.b. Les sommets du polygone régulier a 15 cotés et dont un sommet est Ay d’affixe 1 sont les e
ke{0;1;---;14}.

Il suffit alors de remarquer que les sommets Bs d’affixe e

2ik7/15 gvec

10i7 /15 _

e?™/3 et By = e'21m/15 = ¢%7/5 gont adjacents dans le pentédécagone
(polygone régulier & 15 cotés). Or, l'un appartient au triangle
équilatéral que nous savons construire avec la regle et le compas
et I'autre appartient au pentagone que nous savons aussi construire
uniquement a l’aide d’une regle et d’un compas. Il s’ensuit, en re-
portant le nombre nécessaire de fois la distance BsBg sur le cercle C
que nous construisons le pentédécagone uniquement avec la regle et le
compas.

3.c. SinAm =1, par la relation de Bezout, il existe (u;v) € Z? tel
que nu+vm = 1. En mutipliant cette relation par 2%, nous obtenons:

Ici, c’est astucieux: nous util-
isons le fait que mous sachions
construire le pentagone et le tri-
angle équilatéral uniquement a
Uaide de la régle et du compas.
Le raisonnement qui suit prouve
que l'on peut alors construire le
pantédécagone avec une regle et
un compas.

nm’
%’ru + %”v = f—; L’angle %” est l’angle au centre du polygone P(n); ce polygone étant constructible a la regle
et au compas, nous déduisons que cet angle ’est aussi. L’angle 27” est 'angle au centre du polygdéne P(n), lui
aussi constructible regle et compas. En reportant w fois le premier angle et v fois le second, nous obtenons
Pangle 2 qui est I'angle au centre du polygone P(nm). Nous obtenons donc un premier sommet (autre que
Ap) a laide uniquement de la regle et du compas, et par suite, ce polygone est constructible a la régle et au

compas.

5

4. On vérifie par exemple que w est telle que w®> = 1 et nous en
déduisons alors qu'il s’agit du sous-groupe cyclique de (C*, x) en-
gendré par w.

5.a. Nous allons montrer que ’ensemble des isométries est un sous-
groupe du groupe des bijections du plan (muni de la loi de composi-
tion). Déja, I'identité est une isométrie laissant invariant le pentagone,
donc id € J5. Ensuite, si u et v sont des isométries conservant le pen-

Comme souvent, on ne montre pas
directement qu’il s’agit d’un groupe
mais d’un sous-groupe d’un groupe
connu: ici le groupe (pour la loi de
composition) des bijections du plan
(les isométries sont des bijections).

tagone, alors u o v est une isométrie qui le conserve. Enfin, montrons
que si v conserve le pentagone régulier, alors u~! le conserve aussi. L’image par v de tous sommets du pen-
tagone est un sommet, donc u~! envoie les sommets du pentagone sur les sommets. Comme u~! conserve les
barycentres, il s’ensuit que u~! laisse fixe le pentagone.

Une isométrie conserve le barycentre: le polygone étant convezxe, son image l'est aussi. Dire que
les sommets sont envoyés sur les sommets n’est pas véritablement suffisant puisque nous pourrions
obtenir, par exemple, une étoile (i.e. mon convexe). Néanmoins, on ne s’attarde pas ici 6 donner
tous les détails de la démonstration.
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Soit u une isométrie de J5. u envoie Ay sur un sommet: il y a donc 5 choix. u envoie A; sur un sommet voisin
de u(Ag) (car u conserve les distances): il s’ensuit qu’il y a deux choix. Ensuite, I'image des autres sommets du
pentagone se déduisent de la conservation des distances.
Méthode Vous avez ici reconnu le groupe dihédral a 5 éléments D5. Une fagon de dénombrer D), est
de choisir un sommet quelconque ug: il y a n choix pour son image, puis on prend un sommet voisin de ug:
il n’y alors que 2 choix pour son image (par conservation des distances par une isométrie, le voisin de ug ne
peut étre envoyé que sur I'un des deux voisins de I'image de ug. Ensuite, tout s’ensuit sans qu’il n’y ait de
choix & faire, et donc |D,| = 2n.

3, nous déduisons so(A;) = Ay

5.b. so(z) = Z (cours). so(1) = 1 donc s laisse fixe Ag. De @ = w* et w2 = w
et so(Az) = As. Aussi, sp est une isométrie (réflexion) qui fixe le pentagone.

5.c. 1o(2) = e?™/5. Nous constatons que ro(A;) = A;41 ou les indices sont considérés modulo 5.

5.d. ro est d’ordre 5 et on remarque que Sg o rg, So © r%, ---80 0 rg sont des antidéplacements deux a
deux différents car ils ne fixent pas le méme point. Il s’ensuit que nous obtenons les 10 isométries de J5 (les 5
rotations venant de 7 et ses 5 antidéplacements).

z Z

Enfin, J5 est isomorphe a & X 7.
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5 Algebre

Nous entrons a présent dans la partie représentant environ 30% du programme d’écrit du Capes. Il n’est pas
possible d’en reprendre tous les points possibles d’algébre du Capes, donc je me bornerai a simplement a deux
exercices pour laisser plus de place a l’analyse.

5.1 Exercice 1: Formule de Vandermonde x3

Le but de ce (long) exercice est de donner trois démonstrations différentes de la formule de Vandermonde:

20 )= (0)
Partie I.

On considere deux ensembles disjoints A et B non vides, tels que Card(A) = a et Card(B) = b. Soit E
l’ensemble formé de la réunion de deux ensembles précédents (i.e. E = AU B).

1. Quel est le cardinal de E7 Pour tout entier naturel n inférieur ou égal a a + b, combien E admet-il de
sous-ensembles de cardinal n 7

2. Soit k un entier inférieur ou égal a a. Combien A admet-il de sous-ensembles de cardinal k7 Combien B
admet-il de sous-ensembles de cardinal n — k 7

3. En faisant varier k de 0 & a, déduire de ce qui précede la valeur de Y 7_, (Z) (ni k)
Partie II.
Soient a et b deux entiers naturels non nuls.
1. En utilisant la formule du binéme, développer (1 + z)*(1 + x)® de deux manieres différentes.
2. On considere deux polynomes:

P(z) = ag 4+ a1z + aox® + -+ gzt et Qz) = Bo + iz + Box® + -+ + Byal.

Quel est le coefficient de z™ dans le produit P(z)Q(x)?

> ()02

Partie III.

3. En déduire la valeur de

Une urne contient a boules blances et b boules noires. Soit n un entier naturel inférieur & a + b. On extrait au
hasard une poignée de n boules de 1'urne.

1. Quelle est la probabilité pi que cette poignée contienne k boules blances (pour k compris entre 1 et n)?

2. Quelle relation trouve-t-on en écrivant que la somme des probabilités trouvées a la question précédente
est égale a 17

5.2 Exercice 2: Arithmétique au Bac C

L’arithmétique fait partie du programme de spécialité du Bac S. Les éléves de ces terminales disposent d’a peu
prét tous les outils classiques de l'arithmétique, hormis la connaissance des structures (de groupe, d’anneau /
d’idéauz et de corps). Il vous faut maitriser les deux présentations (i.e. Uarithmétique vue en T.S. spécialité et
celle sur dans le supérieur), puisque se sont des thémes trés classiques a la fois pour Uécrit mais aussi aux deux
orauzx (dans loral 1, vous étes parfois obligé de passer par la vision groupe / sous-groupe du supérieur alors qu’a
Doral 2, vous devez vous limiter au programme de T.S.) Pour réviser, la encore vous pouwvez commencer par
les fiches de cours des livres de révisions du Bac scientifique, puis passer sur des livres de classes préparatoires
pour compléter vos connaissances dessus.
Dans cet exercice, a et b désignent des entiers strictement positifs.
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1. (a) Démontrer que s’il existe deux entiers relatifs u et v tels que
au+bv=1

alors les nombres a et b sont premiers entre eux.

(b) En déduire que si (a® + ab —b%)? =1 , alors a et b sont premiers entre eux.

2. On se propose de déterminer les couples d’entiers strictement positifs (a ; b) tels que (a? + ab — b%)? =
Un tel couple sera appelé solution.

a) Déterminer a lorsque a = b.

(
(b) Vérifier que (1 ; 1), (2; 3) et (5 ; 8) sont trois solutions particulieres.

c) Montrer que si (a ; b) est solution et si a # b , alors a? — b? < 0.

)

)

()

3. (a) Montrer que si (z ; y) est une solution différente de (1 ; 1) alors (y —x ; z) et (y ; y+ ) sont aussi
des solutions.

(b) Déduire de 2. b. trois nouvelles solutions

4. On considere la suite de nombres entiers strictement positifs (a,) définie par ag = a; = 1 et pour tout

entier n, n 20, apyo = apy1 + an.

neN

Démontrer que pour tout entier n > 0, (ay ; an+1) est solution.

En déduire que les nombres a,, et a,41 sont premiers entre eux.

5.3 Solution a ’exercice 1: Formule de Vandermonde x3.

Partie I.

On considere deux ensembles disjoints A et B non vides, tels que Card(A) = a et Card(B) = b. Soit E
Pensemble formé de la réunion de deux ensembles précédents (i.e. E = AU B).

1. Les ensembles A et B étant disjoints par hypothese, nous déduisons que Card(A U B) = Card(A) +
Card(B). Ainsi, Card(E) = a + b.
Théoréme 5 (Cardinalité et union d’ensembles)

Nous avons la formule générale Card(A U B) = Card(A) + Card(B) — Card(AN B).

a+b)

Soit n un entier naturel inférieur & a+b. Par définition du coefficient binomial, ( . ) représente le nombre

de sous-ensembles de taille n parmi un ensemble de taille a + b. Ainsi, nous déduisons que E admet (azb)
sous-ensembles de cardinal n.

2. Nous obtenons de méme:
A admet (7) sous-ensembles de cardinal k (avec k < a).

B admet (,”,) sous-ensembles de cardinal n — k (avec n — k < b).

3. A tout sous-ensemble F' de cardinal n de E (avec 0 < n < a4+ b), nous pouvons associer un unique couple
(F N A; F N B) de sous-ensembles de A x B. Soit k le cardinal de F'N A. Alors Card(FNB) =n — k.

Fixons-nous & présent un k € {0,--- ,a} et considérons tous les ensembles F' de E de taille n tels que
FNA=k Ilyena (Z) X ( b ) En faisant varier k entre 0 et a, nous décrivons tous les cas possibles
(puisque si F' sous ensemble de E de taille n, alors 0 < Card(AN F) < Card(A) = a). Ainsi avons-nous
une bijection entre {F sous-ensemble de E de taille n } et |J{_,{Fa sous-ensemble de A de taille k } x
{Fp sous-ensemble de B de taille n — k }. Les cardinaux de deux ensembles en bijections sont égaux, ce
qui nous donne (dans 'union, les éléments sont deux & deux disjoints):

S (0 )=

Partie II.

1. Nous avons d'une part: (1 +2)% x (1 +2)? = (1 +z)tt = Z‘Hb (‘H'b) k. D’autre part:

(1+33)a><(1+$)b:(Z?:o(?)xi)X (Zlg) o(b)ﬂ«“]):ZZ 023 0()() = Zj 0 e 0( )() ik
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2.

Le produit des polynomes P et @ est le polynome R de degré a 4+ b. Pour n entier naturel compris entre
0 et a + b, le coefficient de =™ sera égal a ZZZO arBn_k-

En appliquant le résultat précédent aux deux expressions du produit (1 + )¢ x (1 + 2)°, nous obtenons:

> ()02

Partie III.

.llya (Z) facons de choisir k£ boules blanches parmi la poignée de n boules, et (nﬁ k) fagons de choisir

les n — k boules noires de cette poignée. Il y a donc (Z) X ( b ) facons de constituer une poignée de n

n—k
boules contenant exactement k£ boules blanches et n — k boules noires. Comme au total il y a (“:b

d’extraire une poignée de n boules de 'urne, la probabilité recherchée est:

0L

Pr = (a+b)

n

) fagons

. La somme des probabilités étant égale & 1, nous en déduisons que Y ;_,pr = 1. En multipliant par le

dénominateur (qui est commun & toutes les probabilités), nous obtenons:

> ()02

5.4 Solution de ’exercice 2: Arithmétique au Bac S

Dans cet exercice, a et b désignent des entiers strictement positifs.

1.

(a) Supposons qu'il existe un diviseur commun d & a et & b. 1l existe donc o’ et b’ tels que a = da’ et
b=db.
L’égalité au + bv = 1 peut s'écire da’u + db'v =1 < d(a’u+b'v) = 1.
Ceci montre que d divise 1, donc d = 1, ce qui montre que a et b sont premiers entre eux.

(b) (a®+ ab — b*)? = 1 peut s’écrire a x a + b(a — b) = 1. Avec u = a et v = b — a, ceci montre d’apres
le cours que a et b sont premiers entre eux.

1=1 «— a=1.

(a) Lorsque a = b, ’égalité s’écrit (a2 +a? — a2)2 =1<+=a
n vient de voir que ; est un couple solution.
b) On vient de voi 151 le soluti
Sia=2, b=3, alors (446 —9)2=12=1, donc (2 ; 3) est un couple solution.
Sia=5,b=38, alors (25 +40 — 64)? = 12 = 1, donc (5 ; 8) est un couple solution..

(c) (a; b) est solution donc (a?+ab—b?)? =letsia <b < a—b<0,alors a>—b? = (a+b)(a—b) <0
car a + b somme de deux positifs est positif.

(a) Si (x ; y) est une solution avec zy # 1 alors (2% + zy — y2)2 =1 = z*+2%% +y* + 223y —
2x2y% — 2293 = 1.
Calculons [(y — z)? + 2(y — z) — x2]2 = (y? + 2 - 2zy + oy — 2® — x2)2 =
(y? —a* - xy)2 =yt + 22y? + 2% — 229 — 22292 + 2%y = 1 (d’apres I'égalité ci-dessus.

De méme calculons (y* +y(y + ) — (y + x)2)2 = (¥ +ay—a? - 2:5@/)2 = (y? —a? - acy)Q que I'on
vient de calculer et qui est égal a 1.

Si (z ; y est un couple solution, alors (y —x ; z) et (y ; y+ ) en sont deux autres

(b) De de 2. b. et 3. a. on en déduit que le couple (2 ; 3) fournit les couples
(1;2) et (3;5) et que le couple solution (5 ; 8) donne les couples (3 ; 5) (déja trouvé) et (8 ; 13)
solutions.

4. Démonstration par récurrence :

e Initialisation : le couple (ag ; a1) = (1 ; 1) est solution ;

e Hérédité : supposons que le couple de rang n, (a, ; an4+1) soit solution.
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De la question 3. a. il résulte que le couple (an+1 ; @n+1 + an) = (@nt1 ; ant2) est aussi solution.

On a donc démontré par récurrence que pour tout n > 0, les couples (a,, ; a,+1) sont des couples solutions.
D’apres la question 1. b. les nombres a,, et a,4+1 sont premiers entre eux.

Les premiers nombres de la suite (de Fibonacci) sont 1 ;1 ;2 ;3 ;5; 813 ; 21 ; ...: deux termes
consécutifs sont premiers entre eux.
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6 Analyse

A présent, voici la partie la plus importante du programme: Uanalyse. Son coeur est lanalyse réelle de L1 (suites,
séries numériques, fonctions de R dans R, intégrale sur un intervalle) et l’analyse de L2 (suite de fonctions,
séries de fonctions et séries entiéres, équations différentielles...). On peut aussi trouver dans les programmes
des notions plus avancées (Fourier, calcul différentiel et intégrale, équations aux dérivées partielles...), mais ces
notions sont hors de propos pour ces Tévisions.

Le programme d’analyse réelle (L1) couvre aussi bien Uoral 1 (c.f. legons 51 a 81) que l’écrit. Aussi préparerons-
nous, dés le début de l’année, de nombreuses legcons d’oral 1 qui vous serviront énormément dans la préparation
aux épreuves écrites! Pour réviser ces cours, je vous conseille les livres de maths-Sup qui sont souvent trés
efficaces.

Le présent entrainement regroupe un exercice du bac de T.S. ainsi que deux petits problémes. Le premier
concerne la série harmonique et est & savoir parfaitement maitriser (par coeur!), et le second est un probléme
sur les séries récurrentes qu’il vous faut travailler avant d’aborder l’année.

6.1 Exercice du Bac sur les suites récurrentes

Débutons simplement cette partie d’analyse par un probléme de baccalauréat. A priori, pas de difficulté pour cet
exercice bien classique dont les méthodes doivent vous-étre naturelles.
On consideére les deux suites (uy,) et (vy,) définies, pour tout entier naturel n, par :

() = 3 Vo = 4
Up, + Un Up+1 + Un,
Un+1 = 9 Un+1 = -9

1. Calculer uy, v1, us et vo.

2. Soit la suite (w,) définie pour tout entier naturel n par : w, = v, — Uy,.

1
(a) Montrer que la suite (w,) est une suite géométrique de raison T

(b) Exprimer w, en fonction de n et préciser la limite de la suite (wy,).

3. Apreés avoir étudié le sens de variation de suites (uy,) et (v, ), démontrer que ces deux suites sont adjacentes.
Que peut-on en déduire ?

Up + 20,

4. On considere & préésent la suite (¢,,) définie, pour tout entier naturel n, par ¢, = 3

(a) Démontrer que la suite (¢,,) est constante.

(b) En déduire la limite des suites (uy,) et (v,).

6.2 Petit probleme sur la série Harmonique

Un trés grand classique qu’il vous faut savoir maitriser par coeur, tant pour l’écrit que pour Uoral.
Pour tout entier naturel n non nul, on note H, = > ;_; +.

1. Etude de la convergence de la suite H,,:
1.a. Montrer que pour tout entier naturel p strictement positif, lim, 4 oo (Hp4p — Hn) = 0.
Est-ce un critére suffisant pour en déduire la convergence de la suite ?
1.b. Montrer que Ho,, — Hyp > %
Est-ce un critere suffisant pour en déduire la divergence de la suite ?

2. Encadrement de la suite H,,.
2.a. Soit k un entier naturel non nul. Montrer que V¢ € [k, k + 1], L < % <
2.b. En déduire que H, 41 — 1 <In(n+1) < H,.

3. Comportement asymptotique de H.,,:
Donner un équivalent de H,, en +oc.

4. Etude de la limite de la suite H,, — in(n):

On consideére la suite (u,,) définie pour tout entier naturel n non nul par: u,, = > _; + — In(n).
4.a. Montrer que la suite (u,,) est décroissante et minorée. On note 7 sa limite.
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4.b. On définit la suite v, = >, 1+ — In(n + 1).
Montrer que la suite (vy,) est croissante et qu’elle est convergente.
4.c. A l'aide d’une calculatrice, donner un encadrement de ~.

5. Etude d’une somme partielle:

Montrer que 1im,— + o Ziinﬂ 1+ =1In(2).
6. Etude de {H,|n € N} NN.

6.a. Soit p un entier naturel non nul.

Montrer que Hap = 5H, + 3570 Ol a et b sont des entiers naturels avec a # 0.

6.b. Montrer que pour tout entier naturel n non nul, H, est le quotient d’un entier impair et d’un entier
pair.

6.c. Quels sont les entiers naturels non nuls n pour lesquels H,, est un entier ?

6.3 Petit probleme sur les suites récurrentes

Un probléme du supérieur sur cette thématique, déja abordée avec l’exercice du Bac. La premiére partie est
savoir faire avant la reprisel!!

Soit I un intervalle d’intérieur non vide de R et f : I — I une application. On appelle point fize de f tout réel
reltelque f(r)=r.

Comme f(I) est inclus dans I, on peut définir les applications itérées de f par les relations
fP=1d;; VpeN, frt=fo [P
ou Id; désigne 'application identité sur I.
Lorsque f est de classe C!, on dit qu'un point fixe r de f est attractif (vesp. indifférent, répulsif) si
If (<1 (resp. [f' (M) =1, [f (r)]>1).

Les deux parties du probleme sont largement indépendantes. Cependant, on peut utiliser toute question (méme
sans Pavoir traitée) dans une question ultérieure de la méme partie, ou de la partie suivante.

1. Suites récurrentes

1.1. Vérifier que pour tout xy de I, la relation de récurrence
VYn €N, Tpi1 = f(zn) (SR1)

définit une suite (x,,) de points de I et que : Vn € N, x, = f™(z0).

neN

La suite donnée par la relation (SR1) s’appelle suite récurrente associée a f et & xg ou plus briévement suite
récurrente. On suppose dans toute la suite du probléme que f est continue sur I.

1.2. Vérifier que si une suite récurrente converge vers un point de I, elle converge vers un point fixe de f.

1.3. On suppose dans cette question f croissante sur I.

1.3.a. Vérifier que toute suite récurrente est alors monotone.

Indication.— On pourra d’abord supposer z¢ < f (xg).

1.3.b. En déduire que si I est un intervalle fermé borné, toute suite récurrente (), converge vers un point
fixe de f.

1.3.c. Qu'en est-il si I est un intervalle borné ouvert ou semi-ouvert ou un intervalle non borné (fermé ou non) ?
On justifiera soigneusement les réponses.

Indication.— On pourra chercher, le cas échéant, des contre-exemples. Ainsi, pour le cas d’un intervalle borné
semi ouvert, on peut étudier f : I = [0,1] —» R, = — f(x) = /z. Pour les autres cas, on s’inspirera de cette
premiere étude.

1.4. On suppose dans cette question f décroissante sur I.

1.4.a. Vérifier que, pour toute suite récurrente (zn),, ¢y, les suites (22p) ey et (¥2p+1),cy sont monotones.
1.4.b. On suppose, pour simplifier, I fermé borné. Etudier lexistence de points fixes de f (existence, nom-
bre). Une suite récurrente converge-t-elle nécessairement, dans ce cas, vers un point fixe de f 7

Indication.— On pourra chercher des exemples ou contre-exemples trés simples en considérant le cas I = [0, 1].

On suppose désormais que f est de classe C' sur I.

1.5. On ne fait pas d’hypothese particuliere sur les variations de f. On suppose, dans cette question, que f
possede un point fixe attractif » appartenant a I'intérieur I.

32



Jf. Culus Préparation au Capes de Maths: travail d’été

1.5.a. Montrer qu’il existe un réel k appartenant & ]0,1[ et un réel n > 0 tels que U'intervalle |r — n,r 4+ n[ soit

inclus dans I et que
a Vo€ lr—nr+al, [f(@) -l < kle—r.

Indication.— Penser a I’égalité ou a 'inégalité des accroissement finis.
1.5.b. En déduire 'existence d’un intervalle J, contenant r en son intérieur, tel que toute suite récurrente de
valeur initiale zg € J converge vers r.

1.6. On suppose, dans cette question, que f possede un point fixe r répulsif appartenant a U'intérieur I. La suite
récurrente (z,), .y de valeur initiale g = 7 est constante et converge trivialement vers . On étudie I'existence
d’autres suites récurrentes tendant vers r.

1.6.a. En utilisant une méthode analogue a celle de la question 1.5.a., montrer qu’il existe un réel £ > 1 et un
réel n > 0 tels que Vintervalle Jr — 0, + 7| soit inclus dans I et que

Vo €lr—nr+nl, [f(@) —r|=>klz—r|.

1.6.b. En déduire, en raisonnant éventuellement par ’absurde, que les seules suites récurrentes tendant vers r
sont les suites constantes (et égale & r) & partir d’un certain rang.

2. Orbites périodiques

On appelle orbite périodique de période p de f ou bien p-orbite de f toute partie G de p éléments incluse dans
I telle que :

(H1) f(G) est inclus dans G,

(H2) Si G’ est une partie incluse dans G telle que f(G') C G alors G' = & ou G' = G.

On considere, dans la suite, G une p-orbite de f.

2.1.

2.1.a. Vérifier que la restriction o de f a G est une bijection de G dans G.
Indication.— L’image par f de I'ensemble G’ = f(G) est incluse dans G.
2.1.b. Soit a un point de G. Montrer que

G:{fk(a),avecogkgp—l}.

Indication.— On pourra, par exemple, rechercher et utiliser la décomposition de o en cycles.
Vérifier que tout élément de G est un point fixe de 'application fP.

On suppose désormais f de classe C' sur I.

2.2. Déterminer (f?)’ (a) et montrer que ce nombre ne dépend pas du choix de a dans G.

Indication.— On pourra calculer ( f2)/ (a), ( f3)/ (a) et en déduire une formule générale, qu’on démontrera alors
par récurrence finie.

Alinsi, on dira que G est attractive (resp. indifférente, répulsive) si

[(f7) (@)| <1 (resp. |(f%) (a)] = 1, |(f?) (a)| > 1).
2.3. On suppose dans cette question que G est une p-orbite attractive. Soit a un élément de G.
2.3.a. Montrer qu’il existe n > 0 tel que, pour tout zy appartenant & Ja —n,a + 7|, la suite (fP™ (xo))
converge vers da.
2.3.b. Dans cette question, on considere x¢ fixé tel que la suite (f*™ (x9)),,cy converge vers a.
i. Vérifier que, pour tout entier k& avec 0 < k < p — 1, les points f* (a) sont valeurs d’adhérence de la suite
(fn (xO))neN'
ii. Montrer que, réciproquement, toute valeur d’adhérence [ de la suite (f™ (z0)),cy est un des f*(a) pour
0<k<p-—1.
Indication.— On écrira que [ est limite d'une suite extraite (f¢™ (xo))
Er ={p(m)|¢(m) = kmod(p)}. Sont-ils tous de cardinal fini ?
2.3.c. Déduire des questions précédentes qu’il existe un ensemble U, voisinage de l'orbite G tel que, pour tout
x appartenant a U, I'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (f" (x)),, cy est égal & G

meN

e €t on considérera les ensembles

6.4 Solution de ’exercice du Bac sur les suites

On considere les deux suites (u,,) et (vy,) définies, pour tout entier naturel n, par :

Ug = 3 Vo = 4
un"‘”n un+1+vn
Un+1 = 9 Un+1 = -9
3+4 7 T+4 15 I+ 99 D5 59
1u1:7+ =_ v =2 = up=2—4 = ety =2 4=
2 2 2 4 2 8 2 16
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2. Soit la suite w,, = v,, — U,.

v Uy + Up
U v U VU, — 2u Up — U no
(a) Calculons W41 = Ung1 — Unpq = —t tUn _ Unt1tUn ntl _ Tn T Tndl 2 =
2 2 2 2
Uy, — Uy, 1
— = —w,.
4 4"
La suite (w,,) est donc une suite géométrique de raison T
1 n
(b) On sait que w, = wqy X (4> iorwg=4—3=1.
Donc w,, = ok
1
Comme la raison — est comprise entre 0 et 1, on sait que lim — =04.
4 n—-+oo 4™
Up — U w
3.0nat, 1 —t, = ——"2 = 7” > 0, car la suite (w,) est positive.
La suite (u,) est donc croissante.
Up, + Up
U v Tn Uy — v
Demémevnﬂ—vn:w—vn: 22 = n4 n:—z(vn—un):—iwn<0.
La suite (v,,) est donc décroissante.
D’autre part la différence v,, — u,, égale a w,, a pour limite 0.
Les deux suites (uy,) et (v,) sont donc adjacentes. Elles ont donc la méme limite .
U 2v
4. Soit t, = “nt 2
3
Unt1 + 20p41 % + Upt1 + Uy Uy, + Uy + 20, + Up + U 2u,, + 4v,
(a) On a ty,11 = = = — _
3 3 6 6
Uy, + 20y,
5 o + 2 11
U v
La suite (uy,,) est donc constante et t, = to% =3
U 2v 11 U 2v
(b) De t, = %, on déduit que "ll’r‘*{iof t, = 3= nglfm % =/
Conclusion : lim u, = lim v, = —.
n—-+o0o n—-+o0o 3
6.5 Solution du petit probleme sur la série harmonique
+ + [JRENE T 4 :
La. Hupp —Ho =D b = D oh = Dopen iy anp. Or, n < n+ p, donc n%_p < 1 dot l'on en déduit:

OSHn—i-p_HnS%

Ainsi, comme lim,,_, ; % = 0, nous en déduisons que lim,,— oo Hpt+1 — Hn = 0.

Ce critére est nécessaire (toute suite convergente le vérifie) mais pas suffisant (cette suite en est un contre-
exemple).

1.b. Hop — Hyp = Eiinﬂ % Pour k € {n+1,---,2n}, nous avons: k < 2n, et donc Hop — Hp > 5 = %

Ce critere est suffisant pour prouver la divergence de la suite. En effet, supposons qu’elle soit convergente
et de limite [. Alors, pour toute application ¢ : N — N strictement croissante, la suite extraite H,(,) est
convergente et admet [ pour limite.

Par théoreme relatif aux opérations sur les suites convergentes, nous en déduisons que la suite (H,(,) — Hn)
est une suite convergente, de limite nulle. En prenant ¢ : n — 2n, nous obtenons une contradiction. Aussi la
suite H,, est-elle divergente.

2.a. Evident.
2.b. Soit k entier naturel non nul fixé. En intégrant la précédente relation sur [k, k + 1] par rapport a ¢,

nous obtenons: )

k+1 1 —+1 k+1 1
fk ledt < Ji %dt < fk Edt
k%_l <ln(k+1)—In(k) < %
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En sommant ses relations pour k € {1,2,---n}, nous obtenons:

zn: En: (k+1) —in(k) <

k:l k=1

o
I
?r\»—'

Hpp1—1<In(n+1) <H,

3. En utilisant 'inégalité précédente, nous en déduisons: In(n + 1) < H,, <In(n) + 1. Ainsi, nous avons:

In(n+1) Hn 1
In(n) = In(n) =1+ In(n)

1111(11?:)1) =1, nous en déduisons que H,, ~ In(n) en +oo.
n+1 1

4. Upgpr —Un =Y ptg 7 —In(n+1) =37, § +In(n) = 1 —In(n+ 1)+ In(n).

1 n+1 1 ntl i (n+1)
n+l — Un = -1 = - —dt = 7dt<0
tnt1 — n+1 n( n ) n+1 /n t /n (n+ 1)t

Comme [1my— 400

Ainsi, la suite (u,) est décroissante. Elle est clairement minorée par 0, donc elle converge.

4.b. Pour (vy,), nous obtenons: vp11 — v, = n%rl — ln(Zﬁ) = f;if (%H — ?> dt = f::f t(n(ﬁr)l)dt > 0.

(
Ainsi, la suite (v,,) est croissante. De plus, puisque pour tout entier n > 1, In(n) < In(n+ 1), nous en déduisons
que Vn € N*, v, > uy,.

Etudions la limite de la différence: v, — u,, = In(n) —In(n+ 1) =in n+1 et donc limy,—, oo V5 — Uy, = 0.

Ces deux suites sont alors adjacentes et ont donc méme limite. Ainsi, (v, ) converge vers +.
4.c. A voir et a faire en TD avec calculatrice. Pour information, une approximation de la constante d’Euler
est v = 0,577215665.

5. En utilisant les notations de la question 4. nous avons:

2n 2n n
1 1 1
g - = 7 E 7 = Uzn +In(2n) — (un + In(n)) = (uap — un) + In(2)
k=n+1 k=1 k=1

Or, (uy) est une suite convergente donc par théoreme sur les opérations algébriques sur les limites, on a:
1My — 1 ooon, — Uy = 0, et donc Zk ntl k N In(2).

6.a. En remarquant que tous les entiers compris entre 1 et 2p sont, soit pairs et ils s’écrivent alors 2k avec
ke {1,2,..,p}, soit impairs et 87é 'crivent alors 2k + 1 avec k €{0,1,...,p — 1}, on en déduit:

p = Zip:l% = S sl B 2k+1 = + 5! 0 2k1+1 Ce dernier terme s'écrit & avec D impair
(produit de nombres 1mpa1rs) et N un entier non nul

6.b. Cela se démontre par récurrence a partir du rang 2 pour initialiser la récurrence.

6.c. H1 =1 est le seul terme entier de la série harmonique.

6.6 Solution du petit probleme sur les suites récurrentes

1. Suites récurrentes

1.1. On procede par récurrence. Par hypothese xy appartient a I et on a
To = Id[ (LL'()) = fo(xo).

Supposons que, pour n > 0, x,, soit défini, appartienne & I et que x,, = f™(x¢). Comme f(I) C I, zpy1 = f (zn)
est défini et

nt1 = f (f"(w0)) = f o f"(x0) = f"F (20).
Ce qui acheve la récurrence.
1.2. Soit (2n),cy une suite récurrente tendant vers un point I de I. Comme la fonction f est continue en

[ (éventuellement a droite si [ est la borne gauche de I, ou a gauche si [ est la borne droite de I), la suite
(f (zn)),en converge vers f(1). Comme la suite (2,41),y converge vers [, on a f(I) = [.

1.3. Soit (2y,),,cy une suite récurrente.
1.3.a.
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(1) Supposons zg < f (z0). Montrons par récurrence que la suite (), oy est croissante. Comme zg < 71 le
premier pas est réalisé. Soit n > 0 et supposons z, < x,+1. Comme f est croissante, on a alors

Tn+1 = f (xn) < f (xn+1) = Tn+2,

ce qui acheve la récurrence.

(2) Siwg > f(20), un raisonnement analogue montre que la suite (x,), oy est décroissante.

1.3.0.

(1) Supposons que I soit un intervalle fermé borné [a,b] et que, par exemple, que xg soit supérieur ou égal a
[ (20). La suite récurrente (x,), o est alors décroissante et minorée par a, borne gauche de I. Elle converge
donc vers un réel [ > a, donc appartenant & I. D’apres 1.2., [ est alors un point fixe de f.

Si zg est inférieur & f (xo) le raisonnement est analogue, avec la borne droite de I.

(i) Si I est un intervalle ouvert, ou semi-ouvert, la suite (z,), c demeure monotone. On se placera dans le
cas ou xg est inférieur ou égal a f (zg) et l'intervalle I ouvert & droite, les autres cas se traitant de maniere
similaire.

Dans le cas ou I n’est pas borné, (z,,),,cy Peut étre non majorée : dans ce cas, elle tend vers 400 et ne converge
pas vers un point fixe.

Ezemples 1
(1) On prend
I=]0,+0c] et Ve eI, f(z)=a?

et la suite récurrente de valeur initiale 2o = 2. On vérifie facilement (par récurrence) que x,1 > 3z, pour tout
n > 1 et donc que lim,—, o 2, = +00. Ici I'intervalle I est non borné et ouvert.

(2) Une variante de cet exemple consiste a prendre

I =]—00,+00[ et Va €]—oo,+o0[, f(x)=a>.
L’application f est croissante la suite récurrente de valeur initiale g = 2 vérifie lim, 4oz, = +00. Ici
I'intervalle I est non borné et fermé.

Dans le cas ou I est borné, la suite (z,,),y est majorée par la borne droite de I. Cette borne n’appartenant
pas & I, (x,), oy Peut converger vers cette borne, et donc ne converge pas vers un point fixe de f.

Ezxemples 2
(1) On prend
I=100,7/2] et Veel, f(z)=(n/2)sinz,

et la suite récurrente (z,,),y de valeur initiale zo € |0, 7/2].
Une étude rapide sur R, de application x +— (7/2) sin z montre que f(I) = I et qu’on dispose de I’équivalence

(r=(r/2)sinz etz cRy) o (x=00uz=m/2).

Le seul point fixe de f est donc 0 (7/2 n’appartient pas & Uintervalle I). Comme sur [0,7/2[, on a f(z) > z, la
suite (ar:n)nGN est croissante, majorée par 1. Cette suite ne peut converger vers un point de I (sinon ce point
serait point fixe). On a donc lim, 400 2, = 7/2 ¢ I.

(2) Les données I = [0,1] et : Vz € I, f(x) = \/x, suggérées par le texte, fournissent un exemple encore plus
facile & étudier. L’application f est croissante sur I. On vérifie que toute suite récurrente (x,) de valeur
initiale g € ]0, 1] tend vers 1, qui n’est pas un point de I, donc pas un point fixe de f.

neN

1.4.
L.4.a. Soit (), cy une suite récurrente
On remarque que la suite (xgp)peN est une suite récurrente associée a I’application g = f2. En effet on a, pour
tout p > 0,
Tap = [ (xo) = fo---0f(x0) = f20--0f*(x0).
—_— —_—

2p fois p fois

Par ailleurs, si f est décroissante sur I, I'application ¢ = f2 est croissante sur I. On a en effet

V(ey) e l?, (z<y=f(2)2fy) = f(f@)<f(fW)).

: TN . _ (op e o s
La question 1.3.a. appliquée a la suite (22p),cy = (97 (%0)),en, considérée comme suite récurrente associée a

, .. . - . . .
lapphca'tlon /g croissante, H'l(/)nt\re que\ cette suite est monotone. De méme, la suite (x2p+1)peN = (gp (xl))peN
est la suite récurrente associée a g et a x1. Elle est donc monotone.
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Remarque.— On peut, tout aussi bien, faire une démonstration par récurrence inspirée de celle du 1.3. Les cas a
considérer seront cette fois xy < x9 et g > 9. On remarquera également que la croissance de la suite (xap)
entraine la décroissance de la suite (zop11)

peN
peEN*

1.4.b. Posons I = [a,b] ((a,b) € R?, a < b). Comme f(I) est inclus dans I, on a f(a) > a et f(b) < b. Le
théoreéme des valeurs intermédiaires, appliqué a la fonction continue ¢ : x — f(x) — x, montre Pexistence d’'un
zéro pour ¢ dans [a,b] et donc d’un point fixe pour f.

Par ailleurs, soit ¢ et d deux points fixes de f appartenant a I avec, par exemple, ¢ < d. On a d’une part
f(c) =c<d= f(d) et dautre part f(c) > f(d) car f est décroissante. Il en résulte ¢ = d. L’application f
possede donc un point fixe unique sur 1.

Remarque.— Lorsque f est supposée dérivable, on peut aussi étudier la fonction ¢ sur I a l’aide de sa dérivée.
On a ¢’ () = f'(£) — 1 < 0 sur I, puisque f'(z) < 0. Donc @ est strictement décroissante et posseéde un zéro
unique sur /.

Une suite récurrente peut ne pas converger vers 'unique point fixe de f. Ceci dépend de la stabilité (attractif,
indifférent, répulsif) du point fixe.
Ezemple 3.— On prend

I=10,1 et Ve el, f(z)=1-=x.

et la suite récurrente (z,,),.y de valeur initiale zo € [0, 1]\ {1/2}.
On vérifie facilement que f est strictement décroissante, de classe C! et que 7 = 1/2 est son unique point fixe
dans I. Comme fo f=1d;, on a

Vp €N, z9, =x0, Topy1 =1 =1—10.

La suite (x,),,cy possede deux valeurs d’adhérence distinctes et donc ne converge pas.

Remarque.— Le lecteur remarquera que les seules propriétés de régularité de f utilisées dans les questions 1.1.
a 1.4. sont sa continuité et sa monotonie. L’existence et la continuité de la dérivée n’interviennent que dans la
question 1.5. ci-dessous.

1.5.

1.5.a. Le point r étant attractif, on a | f'(r)| < 1. Comme r appartient & intérieur de I'intervalle I, il existe « tel
que Jr — a, 7 + «f soit inclus dans I. Comme f est de classe C', f’ est continue en r : pour § = (1 — |f'(r)]) /2 >
0, il existe n > 0, que 'on peut choisir inférieur a «, (de sorte que |r —n,r +n[ C I) tel que

Vo elr—nr+ql, [f'(@) = f () <d=00-[f())/2
d’ou
Vo €lr—n,r+nl, [f (@) <@+ [f(r)]) /2.

On pose alors k = (1 + | f'(r)|) /2, qui est strictement inférieur & 1. L’inégalité des accroissements finis appliquée
a f dans l'intervalle |r — n,r + n[ donne

Vo €lr—n,r+nl, [f (@) —rl=f(2) = F ()] <supyeprp iy [F W)l & —r| < klz—r]. (1)

Remarque.— Pour la premiére partie de la question, on peut, de facon beaucoup plus simple, utiliser le résultat
que lon a redémontré ici : Soit g : I — R une fonction continue et r un point intérieur a I tels que g(r) < 1.
Alors il existe n > 0 et k < 1 (mais supérieur a g(r)) tels que |r —n,r +n[ C et Nz € Jr —n,r +n[, g(r) <k.

1.5.b. Soit (2n,), ¢y une suite récurrente associée a f dont la valeur initiale xo appartient a |r —n,r +n[. A
partir de la relation (1), on démontre par récurrence sur n que, pour tout n € N, on a x,, € |r —n,r +nf et

|xn+1 - T| - |f(xn) - 7‘| <k |:L'n - T’| :
On en déduit, de nouveau par récurrence, que
VneN, |z, —r] <k"|zo—1].

Comme [k| < 1, on a lim, .o k" = 0, puis lim,, . ¥, = 7. La suite (z,),y converge donc vers 7. On pose
J=]r—mn,r+nl

Remarque.— Sans hypotheses particulieres sur f, si r en est un point fixe, la suite récurrente de valeur initiale
xo = r est constante et converge vers r. Ici, on met en évidence des suites récurrentes non triviales qui convergent
vers un point fixe attractif.

37



Jf. Culus Préparation au Capes de Maths: travail d’été

1.6.
1.6.a. Le point r étant répulsif on a |f/(r)| > 1. Comme r appartient & 'intérieur de l'intervalle I et que f’ est
continue il existe des réels n > 0 et k > 1 tels que |r — i, + 7| soit inclus dans I et

Vo elr—n,r+n[, |f (z)] >k

(On utilise ici une variante du résultat rappelé dans la remarque suivant le 1.5a. ci-dessus.) Soit x €
Jr —n,r + n[. D’apres I'égalité des accroissements finis, il existe &, compris entre z et  (donc &, € |r — n,r + 7))

tel que f (z) — f(r) = [’ (&) (z — 7). Dol
[f (@) =rl=1f () = F (D)l = 1f" E)lle =7z klz —r|.
1.6.b. Soit (), cy une suite récurrente associée a f tendant vers 7. Il alors existe ng € N tel que
VneN, n>ng=ux, €lr—mnr+n.

Ainsi, d’apres le 1.6.a., on a : Vn > ng, |2p41 — 7| = |f (@n) — r| > k|2, — r|. Une récurrence finie montre donc
que
Vp >0, |Tpgtp — 7| > kP |xn, — 1.

Si xp, # 7, on alim,, o kP |2, — 7| = 400 car k > 1. Ceci contredit la convergence de (z,,),,cy vers r. Clest
donc que x,, = r et la suite (z,,),cy est constante, égale a r, a partir du rang ng.

Remarque.— Ce résultat est le meilleur qu’on peut espérer. Les premiers termes de la suite peuvent étre en effet
différents de r.

Exemple 4.— On peut construire une fonction f : I — R de classe C* avec [0,1] C I, f (I) C I, prenant la valeur
1 en deux points distincts (0 et 1) et telle que |f'(1)] > 1 et fournissant un tel exmple. Par exemple, on peut
prendre

I=[-1/2,3/2] et Vzel, flz)=2(1—-2z)z+1

On vérifie que f prend sur [ son minimum en —1/2 et 3/2, que ce minimum est égal & —1/2 et son maximum
en 1/2 et que ce maximum est égal & 3/2. Ainsi f (I) C I et f’(1) = —2. Le point r = 1 vérifie donc les bonnes
hypotheses. (Le lecteur vérifiera que le point ' = —1/2 eszt un autre point fixe de f et pourra en étudier la
nature.) La suite récurrente (x,), o définie par xo = 0 vérifie 21 = f (z¢) = f(0) =let: Vn > 1, z, = 1. Elle
est stationnaire & partir du rang 1.Le lecteur vérifiera que dans cet exemple, il n’y a que deux suites récurrentes
tendant vers le point fixe r = 1, qui sont la suite donnée ci-dessus et la suite constante égale a 1.

2. Orbites périodiques

2.1. Soit G une orbite périodique de f. Rappelons que l'on a alors (G’ désigne une partie de I),
HG) caq, (H1)

(G'CcGet f(GYCG)= (G'=00uG =G). (H2)
2.1.a. Soit ¢ la restriction de f & G. On a, en posant G' = f(G),

F(G)=[(f(G)C f(G)CG.
D’apres hypothese (H2) on a alors G’ = G, puisque G’ # @.

2.1.b. Une application ¢ : G — G telle que ¥ (G) = G est une bijection, car G est de cardinal fini : I'application
o est donc une permutation de 'ensemble G a p éléments. Elle se décompose en cycles, c’est-a-dire en produit
(pour la loi de composition) de permutations dont toutes les orbites sont réduites & un point sauf une. Les
supports de chacun de ces cycles, id est leur seule orbite non triviale, sont deux a deux disjoints et stable par
o. D’apres les hypotheses (H1) et (H2), la seule partie stable par ¢ non vide étant G elle méme, o posséde un
et un seul cycle, de longueur p. Pour tout a € G, on a alors

G:{Jk(a),avecogkgpfl}:{fk(a),avecogkgpfl}, (03)

avec o (a) = f? (a) = a.

Soit k un entier tel que 0 < k < p—1. On a f*7 (a) = (f7)* (a) = a et donc tout élément de G est un point fixe
de lapplication fP.

Remarque.— On peut étre surpris de 'intrusion d’une question aussi algébrique dans un texte d’analyse : les
mathématiques sont un tout et les apports sont enrichissants entre ses différentes branches. Cet exemple

montre qu’il est bon d’avoir en téte I'algebre élementaire, pour aborder un probleme d’analyse, méme s’il est
possible dans ce cas précis de se “débrouiller” autrement. Voici en bref comment. On considere ’ensemble
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G’ = {0"(a), k € N}. On vérifie (par exemple par récurrence sur k) que cet ensemble est stable par o et inclus
dans G. 1l est donc égal & G d’apres I'hypothese (H2). C’est donc qu'il existe [ € N tel que o (a) = a. On
démontre ensuite que [ = p et que o’ (a) # o7 (a) pour 0 < i # j < p — 1. On retrouve donc la propriété (O3).

2.2. On a(f2) (a) = ' (f (a)) f' (a) puis
(f3) (@) = (fo £2) (a) = ' (£ (a)) ()

Ceci suggere la formule générale

/

(a) = f' (£* (@) f' (f () ' (a).

VEeN*,  (f%) (a) = k_l:[:f/ (f (),

que 'on va démontrer par récurrence. Le résultat est vrai pour k& = 1,2 et supposons le vrai pour k entier
supérieur ou égal a 2. On a alors

VEEN, (Y (a)=(fof") (a)=f (f* (@) (f*) (a) =

ce qui acheve la récurrence.
p—1 )

On a en particulier (f7)' (a) = [] #' (f? (a)) = II f’(z), ce qui prouve I'indépendance de (fP)’ (a) vis-a-vis du
7=0 zeG

choix de a € G.

2.3.
2.3.a. Sous I'hypothese faite, a est un point fixe attractif de ’application h = fP. En appliquant la question
1.5. & h, on obtient l'existence d’un réel n > 0 tel que, pour tout = appartenant a Ja —n,a + 5[, la suite

(h™ (mo))meN = (fPm (xo))meN converge vers a.

2.3.b. Soit xq fixé tel que la suite (fP™ (20)),, oy cOnverge vers a.
1. Soit k un entier tel que 0 < k < p — 1. On a, pour tout m € N,

FrmEE (o) = 7 (F7™ (20)).-

Comme la suite (fP™ (x0)),,cn converge vers a et que la fonction f* est continue (comme composée de fonctions
continues) la suite (fPm+* (:co))meN converge vers f* (a). La suite (fPm* (IO))mEN étant extraite de la suite
(f™ (0))pen- f¥ (a) est valeur d’adhérence de la suite (f™ (x0)),,cy-

ii. Soit [ une valeur d’adhérence I de la suite (f" (20)),,cy avec I = limy, o0 2™ (20). Les p ensembles
Ep={p(m)[¢(m)=kmod(p)} (0<k<p-1),

forment une partition de ’ensemble F = ¢(N), qui est de cardinal infini, ¢ étant une injection strictement
croissante. Un des ensembles Fj au moins est donc de cardinal infini. Notons kg l'indice correspondant. On
peut alors former une suite extraite (f¥(0) (xo))jeN de la suite (™) (z0)), _ telle que

VjeN, ¥(j) € B,

ou encore ¢ (j) = pn; + ko. La suite (fP" (20));cy extraite de la suite (fP" (o)), ey converge vers a et donc,
d’apres le raisonnement précédent

lim YY) (zg) = lim fPtko (z0) = f*o (a).

j—to0 j—+oo

Comme la suite (fP"7 (20)) ¢y est extraite de la suite (£ (20)) elles ont mémes limites. D’ou [ = f*° ().

meN’?
2.3.c. D’apres le 2.3.a., on peut choisir, pour tout a appartenant a G, un réel n, > 0 tel que pour tout
Tg € Ja — 1q, a + 14, la suite récurrente (fP™ (x0)),,cy converge vers a. D’apres le 2.3.b., les valeurs d’adhérence
de (f™ (0)),,cn sont alors les points de G.

Posons

U =Uaegla = na,a+nal.
Cet ensemble est clairement ouvert, voisinage de ’ensemble (fini) G.

Par choix de U, il est clair que, pour tout = appartenant a U, ’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite
(f™(2)),en est égal & G.
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7 Annales du Capes 2008

Enfin, nous terminons ces révisions par les sujets du Capes 2008. A présent, il vous faut planifier 5h consécutives
pour vous entrainer sur chacun des deux sujets. N’oubliez pas qu’il s’agit d’un concours: vous €étes admissibles
si vous rendez une copie (un peu) meilleure que celle des autres. Donc finalement, peu doit vous importer
la difficulté du sujet: il vous faut faire mieux que les autres! Nous ferons durant ’année de préparation de
nombreux entrainements de 5h le samedi matin: ausst prévoyez dés a présent d’étre libre cette demie-journée
car cela constitue la meilleure préparation que de s’entrainer sur des sujets. Vous aurez des sujets de difficultés
différentes, et vous devrez mettre en place des stratégies personnelles: si le sujet est accessible, il vous faut aller
vite, répondre vite et bien a de nombreuses questions (parfois plus vite que bien, mais c’est plus rentable). A
Uextréme inverse, lorsque le sujet est hermétique, il vous faudra patiemment tenter de comprendre les notations,
les notions, avancer pas-a-pas, rédiger extrémement bien les questions que vous faites (tout le monde répond auz
mémes questions, mais vous devez faire mieux que les autres, donc au niveau de la rédaction)... La vitesse de
réponse n’est plus ici décisive, alors que la persévérance ainsi qu’une intelligence du sujet (arriver & comprendre
des résultats que l'on arrive pas & démontrer pour faire des questions plus loin) vous seront utiles.

Bon courage pour ces premieres annales!
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